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PREFATA

Prezenta culegere de probleme de matematica se adreseaza cu precadere
elevilor de liceu care urmeaza o pregatire sistematica pentru examenul de
admitere la o parte din Facultatile Universitatii Politehnica Timigoara. Cunos-
cut fiind faptul ca una dintre disciplinele fundamentale in pregatirea unui viitor
inginer este matematica, rezolvarea problemelor propuse conduce la dezvolta-
rea competentelor necesare viitorului student la Politehnica.

Problemele propuse acopera in mare masura continuturile impuse prin pro-
gramele analitice de Ministerul Educatiei Nationale. In acelagi timp s-a tinut
cont si de manualele alternative de matematica utilizate in circuitul liceal.

Desi problemele propuse sunt de tip grila cu sase raspunsuri, doar unul
fiind corect, o parte din ele urmaresc tipurile de probleme date la probele de
matematica ale examenului de Bacalaureat din ultimii ani. Din acest motiv
prezenta culegere poate fi utilizata si la pregatirea examenului de Bacalaureat
dar gi a unor concursuri scolare.

Ca structura, cartea are cinci parti: Un rezumat al cunostintelor dobandite
la liceu, Probleme de algebra, Probleme de trigonometrie si geometrie plana,
Probleme de analiza matematica, respectiv in final Subiectele date la admitere
in anit 2014 — 2021 cu rezolvarile integrale.

Rezumatul cunostintelor dobandite in liceu e necesar absolventilor care vin
din diverse licee cu pregatire matematica inegala. Mai mult, acest rezumat
se va dovedi util studentiilor din anul intai care vor avea astfel un punct de
referinta pentru valoarea adaugata de cursurile universitare. Problemele pro-
priu zise se regasesc in partile doi, trei gi patru ale volumului.
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ALGEBRA

Formule de calcul prescurtat

(a+b)?° = a®+2ab+b?
(a—b)? = a*—2ab+ b

(a4 b+ ¢)* = d® +b* + & + 2ab + 2bc + 2ca
a® —b* = (a —b) (a +1D)

a® + b% nu se poate descompune in R
a’> +b* = (a—ib) (a+ib) in C
2 —(a+b)z+ab= (z—a)(z—0)

(a+0)° = a®+3a°b+ 3ab® + b
(a—b)° = a®—3a® + 3ab® — b

a*+0° = (a+0)(a®—ab+ 0%
= = (a—0)(a®+ab+ 0%
23— (a+b+c)x® + (ab+ bc+ ca) x — abe = (x — a) (x — b) (x — ¢)
a®—b"=(a—Db) (a”_1+a”_2b+a”_3b2—|—---—I—ab”_2—|—bn_1)

N 7
—
n termeni

a2p+1 + b2p+1 — (CL + b) (a2p . a2p—1b - apr—l + b2p)

N J/
-~

2p+1 termeni

Progresii aritmetice si progresii geometrice

Progresia aritmetica Progresia geometrica
S 1,0, ..., 0y, ... 2 a1,0, .., Ay, -
Term. gen. a,=a;+r-(n—1) (r#0) a,=a;-¢" " (¢#0;1)
Ratia T = Apy1 — G q= az;rl (ar #0)
Suma S,=a1+ay+..+a, S,=a,+ay+ ...+ a,
S, = W (Sy=a1) Sp=a;- 11__qqn (S1 =)
ap = S alZS] ar = \/ag—1 - agy1 (¢ >0)

2



Functii

Fie A si B doua multimi nevide; se numeste functie definita pe A cu valori
in B orice lege de corespondenta (relatie) care asociaza fiecarui element x € A
un unic element y € B.

Notatia "f : A — B, y = f(x)” se citeste "functia f definita pe A cu
valori in B de relatia y = f ().

Multimea A este domeniul de definitie al functiei f iar multimea B repre-
zinta domeniul de valori al acesteia.

Multimea G = {(z, f (z)) | x € A} poarta numele de grafic al functiei.
Functii bijective

Functia f : A — B este injectiva daca si numai daca este indeplinita
urmatoarea proprietate:

(V) 1,29 € Adin 27 # 2o rezulta f(xy) # f(x2).

In practica, pentru dovedirea injectivitatii, acesta forma a definitiei poate
fi dificil de utilizat. Este preferata formularea (logic echivalenta)

(V)z1,29 € Adin f(x1) = f(22) rezulta z; = x.

Daca exista cel putin o pereche de elemente x1, ro din domeniul de definitie A
cu x # xo dar f (x1) = f (22) atunci functia f nu este injectiva.
Interpretarea geometrica a injectivitatii pentru functii reale (B C R) de
variabila reala (A C R) este sugestiva:
f A — B este injectiva d.d. orice dreapta paralela axei Oz prin punctele
y € B, intalneste graficul functiei f in cel mult un punct.

Imaginea functiei f : A — B este submultimea domeniului de valori B
alcatuita din toate elementele de forma y = f (z) :

Im(f)={yeB| FrecAail y=f(2)}.

Functia f : A — B este surjectiva daca si numai daca Im (f) = B sau,
altfel spus,

(V)y € B ecuatia y = f(x) are cel putin o solutie x € A.

Interpretarea geometrica a surjectivitatii pentru functii reale (B C R) de
variabila reala (A C R):



f A — Bestesurjectiva d.d. orice dreapta paralela axei Ox prin punctele
y € B, intalneste graficul functiei f in cel putin un punct.

Functia f : A — B este bijectiva daca si numai daca f este si injectiva si
surjectiva.

Interpretarea geometrica a bijectivitatii pentru functii reale (B C R) de
variabila reala (A C R) :

f A — B este bijectiva d.d. orice dreapta paralela axei Oz prin punctele
y € B, intalneste graficul functiei f intr-un singur punct.

Compunerea functiilor

Fie functiile f : A — B gl g : B — C definite prin relatiile y = f (z),
respectiv z = g (y). Functia ce asociaza fiecarui element = din multimea A
elementul z = ¢ (f (z)) din multimea C' se numeste functie compusa si se
noteaza prin g o f. Mai precis, go f : A — C este definita prin

(gof)(x) =g (f (),

Evident, ordinea in care se efectueaza operatia de compunere nu este alea-
toare, ci este bine determinata: domeniul de definitie al functiei g (pe prima
pozitie in expresia g o f) trebuie sa coincida cu domeniul de valori al functiei
f (situata pe pozitia secunda).

A B =

(17 (W) = (f(2),2)

I

% /’ (@ (@) = (F 7 (0):9)
(g° @) == =g(f(=)) / :

Functii inversabile

Functia f : A — B este inversabila daca si numai daca exista o functie
f~t: B — A ce verifica relatiile

(fof =y (weB) si (flof))=z (veA).



Functia f~': B — A, z = f~' (y) se numeste inversa functiei f : A — B,
y=f(x).

Teorema

Functia f : A — B este inversabila d.d. este bijectiva.

Interpretarea geometrica a inversabilitatii pentru functii reale (B C R) de
variabila reala (A C R) :

f : A — B este inversabila d.d. orice dreapta paralela axei Ox prin

punctele y € B, intalneste graficul functiei f intr-un singur punct.

Graficele functiei f si a functiei inverse f~!, reprezentate in acelasi sistem
de axe, sunt simetrice fata de prima bisectoare.

Principiul inductiei matematice

Problema
Sasearate ca propozitia P(n)este adevarata pentruoricen > ng, (ng,n € N).
Etapa I VERIFICAREA Se dovedeste ca P(ng) este adevarata .

FEtapa a-1I-a PASUL INDUCTIV
Presupunem ca P(k) este adevarata .
Demonstram, utilizand presupunerea, ca P(k + 1) este adevarata .

In final, P(no) fiind adevarati (fapt verificat la etapa I), rezultd ci P(ng + 1)
este de asemenea adevarata (consecinta a pasului inductiv). Mai departe,
conform pasului inductiv, si propozitia P(ng + 2) este adevarata si aga mai
departe, P(n) este adevarata pentru orice n = ng +m, m € N.

Sume remarcabile (1)

S(n+1
14+243+...+n = w
2yorygiy  yq2 = D@D
-
2
P+ 434+ 40 = {—"'("+1)}
5

Binomul lui Newton

Permutari

P, = "numarul sistemelor ordonate ce se pot forma cu n elemente date”



P,=nl=1-2.3-...-(n—=1)-n

n! = (n—-D'n ; nl = n=-2)-(n—-1)-n ;
(m+1)! = nl-(n+1) ; 0 =1
Aranjamente
A™ = "numarul sistemelor ordonate de m elemente

n
ce se pot forma cu n elemente date”

A = n-n—1)-(n—=2)-...-(n—m+1)

n!

Combinari
C" = "numarul submultimilor de m elemente
ce se pot forma cu n elemente date”
cm o — A om o _ n-(n—1)-(n—2)-...-(n—m+1)
n o p, 0 n m! ’
n!
Cl'= ——— .
" ml-(n—m)!
cY = (0o =1 ;. Ol = ot o= ;
2 = Cr? = —”'(”2_1) L Ok = ot k<n ).
(formula combinarilor complementare)
n k+1
ok = ok ok Ok
n L n—1 n n—=kL n )

Ch=ClHl+Ck .



Triunghiul lui Pascal (calculul rapid al tuturor combinarilor C},)

n=1 1\ /1 Cl
n=2 1\ /2\ /1 CQ
n=3 1 3 3 1 C;
n=4 1 4 6 4 1 C,
n=5 1 5 10 10 5 1 G
n==06 1 6 15 20 15 6 1 C

Binomul lut Newton

(z+y)" = > Ck.anF. yF
k=0
. k
(@ —y)" =3 (1) Cr-a" ™yt
k=0
(suma contine n + 1 termeni)
Tey1 = CF.gnF gk

Tip = (D" CE-av kgt

(termenul general al dezvoltarii , cel de-al k 4 1-termen din dezvoltare)

Tk+2:in—k.y
Ton  k+1 2

Sume remarcabile (2)

0+ Cr+C2Pr . O O = 2m
Numarul submultimilor unei multimi finite cu n elemente este 2™.
C—Cr+C2-C3+CL—C2+ ... = 0
Cl+C2+Cn+ ... = 201
Cr+Cl+C+... = 2771



Functii cu domeniul si codomeniul multimi finite

Fie X = {z1,29,...,2n} 1Y = {y1,92,...,yn} doud multimi cu m si
respectiv n elemente (distincte), iar f: X — Y o functie arbitrara.

a) Numarul functiilor f : X — Y este n™.

b) Daca m < n atunci numarul functiilor injective f : X — Y este

A =n(n—-1)...(n—m+1).

Daca m > n atunci nu pot exista functii injective f : X — Y.

c) Daca f: X — Y este bijectiva atunci m = n.
Dacam=mnsi f: X — Y este injectiva atunci f : X — Y este bijectiva.

Dacam =ngi f: X — Y este surjectiva atunci f : X — Y este bijectiva.

d) Numarul functiilor bijective f : X — Y este P, = nl.

Functia de gradul intai

fiR=R, f(x)=ax+b (a€R\{0}, beR)

Graficul functiei de gradul intai este dreapta y = ax + b ce taie axele de

b
coordonate In punctele <——, 0) si (0,0).
a

Solutia ecuatiei de gradul intai ax + b = 0 este abscisa punctului in care
b

graficul functiei intersecteaza axa Oz : v = ——.
a

Numarul a, coeficientul director al functiei de gradul intai, este panta drep-
tei y = ax + b si reprezinta tangenta unghiului # pe care dreapta il face cu
semiaxa pozitiva Oz, masurat in sens direct trigonometric: a = tg#.

Semnul coeficientului director a determina monotonia functiei.



Functia de gradul intai

a>0 a<0

AN}

o
|
|

|

|

Daca a < 0 functia este strict descrescatoare: x; < xo = f(x1) > f (z2).

Daca a > 0 functia este strict crescatoare: x1 < xa = f(x1) < f (z2) .

Semnul functiei de gradul intai este constant pe intervalele (—oo, ——) si
a

b . .. : . .
——, 400 |; practic, semnul functiei este determinat de semnul coeficientului
a

director a.
x —00 —— —+00
a
ar +b ‘ semn contrar lul a 0 semnul lui a

Functia de gradul al doilea

[ TR=R, f(z)=ar’+br+c (a€R\{0}, bceR)

Forma canonica a expresiei de gradul al doilea se obtine prin izolarea vari-
abilei x Intr-un patrat perfect:

+b 2 A
x2a 4a2

ar’ +br+c=a unde A = b% — 4ac
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Graficul functiei de gradul al doilea este o parabola avand varful in punc-

b b
tul V | ——,—— | si axa de simetrie x+ = ——, paralela cu Oy. Parabola
2a°  4da 2a

intersecteaza axa Oy in punctul (0, c¢).
Daca a > 0, varful V' este punct de minim al graficulut functiei, iar daca

a < 0 atunci varful V este punct de maxim al graficului functiei.

bl . b _ .
Intervalele | —oo, “oa | |75, 400 | se numesc intervale de monotonie
a a

ale functiei de gradul doi.

Functia de gradul al doilea

a>0 A<O a<0
‘A=0
A>0

A>0/

x
\/ “ A=0

Intersectia cu axa Ox depinde insa de natura radacinilor ecuatiei de gradul
al doilea az? +bx +c¢=0:

i) Daca A < 0 atunci az? + bx + ¢ este o suma de patrate si nu se poate
descompune in R; ecuatia nu are radacini reale iar parabola (graficul functiei
de gradul al doilea) nu intalneste axa Oz.

ii) Daci A = 0 atunci ax? + bz + ¢ se restrange la un pétrat; ecuatia are

o singurd raddcind reald (dubld) x = —L iar parabola este tangentd axei Oz.

iii) Dacd A > 0 atunci az? + bx + ¢ este diferentd de pétrate si se descom-
pune! dupa cum urmeaza:

—bt VA

2a

ar’* +br+c=a(xr— 1) (r—x3)| unde x5 =

Formula de descompunere raméne valabila chiar daci A < 0; in acest caz VA =
V= (FA) = iv/—A iar rddécinile z; o = =2£Y=2 sunt numere complexe.

- 2a
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ecuatia are doua radacini reale distincte x1 si x9, abscisele punctelor in care
parabola intalneste axa Oux.

Semnul functiei de gradul al doilea este determinat de pozitia graficului (a
parabolei) fata de axa Ox. Cele sase situatii descrise mai sus evidentiaza rolul
coeficientului director a si al discriminantului A in studiul semnului. Practic,
functia de gradul al doilea are semnul coeficientului director a cu o singura
exceptie: daca discriminantul A este strict pozitiv; in acest caz, pe intervalul
situat intre radacini, functia are semn contrar lui a.

i) Daca A < 0 atunci functia de gradul al doilea are acelagi semn pe
intreaga axa reala:

x ‘ —00 +00

ax® +bxr +c semnul lui a

ii) Daca A = 0 atunci functia de gradul al doilea are acelagi semn pe
intreaga axa reala cu exceptia unui singur punct, in care se anuleaza:

x ‘ —00 — “+00

ar® + bx + ¢ semnul lui a 0 semnul lui a

iii) Daca A > 0 atunci functia de gradul al doilea igi schimba semnul la
trecerea prin radacini:

X ‘ —00 X1 To +00

semnul semn contrar semnul

ax?® +bxr +c ) ) )
lui a lui a lui a

Relatiile lui Viete evidentiaza legaturile ce exista intre coeficientii si radacinile
ecuatiei, indiferent daca acestea sunt reale sau complexe:

= $1+$2:——
a

Cc
P = T1Xg = —.
a
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Cu ajutorul sumei S = x7 + x5 si a produsului P = zyx5 putem construi
intotdeauna ecuatia de gradul al doilea cu radacini date xy i x5 :

v — Sz +P=0.

Functiile modul si signum

r , x>0
1 , >0
sgn : R—={-1,0,1}, sgn(z)= 0 , z=
-1, <0
Functia modul Functia semn (signum)
Yy Yy
1¢
o T o T
B — Y

Proprietatile modulului

i) |z >0 |2/=0 <« 2=0 (modulul este pozitiv definit)

2]

i) — =sgn(x) (x #0)

T
i) |Joa-z|=a-|z| (¢ >0)  (modulul este multiplicativ)
iii) |z +y| < |z + |yl (inegalitatea triunghiului)

) eyl > |lz| =yl
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Functia modul este continua in origine fara a fi insa derivabila in acest
punct:

fo(0)=—1, f3(0)=1.

Functia semn este discontinua in origine; x = 0 este punct de discontinui-
tate de speta intai:

FO=0)=—1, f(0)=0, f(O+0)=1.

Functia parte intreaga

[ R—=Z, f(z)=lz]
[z] este cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu x

Proprietatile partii intregi
) z—1<[z]<z<|z]+1
i) [x+n]=n+|x] (neZ)

Functia parte intreaga este discontinua in fiecare punct de abscisa intreaga:
f(n=0)=n-1s f(n)=f(n+0)=n

Punctele de abscisa intrega sunt discontinuitati de speta intai.
Functia parte intreaga este continua la dreapta in fiecare punct de abscisa
intreaga.

Functia parte intreaga Functia parte fractionard
y y
4 o—o0
3
—o0
2 o——o0
1
1 o——0
B2 //3/7 /]/]/7/
o 1 2 3 4 T -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 T
o—0 1
o—o0 —2
*——0 -3
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Functia parte fractionara
fiR=1[0,1), [f(z)={z}
{x} = x — [x] este partea fractionara a lui =
Functia parte fractionara este periodica cu perioada principala T'=1 :
fla+k)=f(x) MzeR, VkeZ
Functia parte fractionara este discontinua in fiecare punct de abscisa intreaga.:

Fln—0)=1si f(n)=f(n+0)=0

Puteri si radicali

fi : R=R, fi(z)=2" (k € N¥)
f:]0,400) = [0,4+00), f(x)= Xz (n € N¥)

Radacina de ordinul k = 2n a numarului pozitiv a este unica solutie pozi-
tiva a ecuatiei 22" = a si se noteazi prin X/a.
Conform acestei definitii, pentru numerele pozitive a si z, are loc echivalenta

o=z = 2M"=a.

Convenim sa notam radacina patrata (radacina de ordinul al doilea) simplu

prin /- in loc de e
Observatie
Radacina de ordinul doi a numarului 4 este 2 deoarece doar una din radacinile
ecuatiei
22:4 < 2172:ﬂ:2

este pozitivi; prin urmare v4 = +2. Exprimarea /4 = +2 este gresiti in
contextul extragerii radacinii reale.

FiRSR,  f(z)=>Vz  (neN)
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Radacina de ordinul k = 2n+1 a numarulut real a este unica solutie reala
a ecuatiei 2¥ = a si se noteaza prin *"/a :

=2 = " =a

Definitia radacinii de ordinul £ poate fi extinsa si in cazul numerelor nega-
tive daca indicele k este impar, k =2n+1 (n € N*).

Functia radical de ordin doi Functia radical de ordin trei
v y
o
Va
1
1
s L1

Dreapta x = 0 (axa Oy) este tangenta vericala la graficul functiei radi-
cal. Originea O (0,0) este punct de inflexiune cu tangenta verticala la graficul
functiei radical de ordin impar.

Proprietatile puterilor si radicalilor

a"=g-a-...-qc (neN*  aecR)
de "n” ori
a®=1 (a€eR
_ 1 *
ak:% (k€eZ , acRY

I3

ar =</a> (peZ, qeN\{l} , a€eR;)
Vab=va- b . 2=V 4o

Va A (b #0)
"Nakm = Vak Varm = a™,

an = (a)" Y Wa= v
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Functia exponentiala
f R—(0,00), f(z)=a" (a e R\ {1} = (0,1) U (1,00))
Functia exponentiala cu baza supraunitara este strict crescatoare:
a € (1,00) T <Ty = a” <a"™.
In plus, au loc relatiile:
x < 0 l<a<b = a®>0b"
x > 0 l<a<b = a"<b".
Functia exponentiala cu baza subunitara este strict descrescatoare:
ac(0,1) T <my = a'>a".
In plus, au loc relatiile:

r < 0 O<a<b<l = d*>0b"
z > 0 O<a<b<l = d"<b".

Functia exponentiala

a, b € (0,1) a, b € (1,00)
a<b a<b

Proprietatile functier exponentiale

(7) Proprietati de calcul

a
a® - qV = a:v—i—y : J = %Y :
a\® a®
(@a-0)" = a®-b" 5 (7)) = = ;
b b®
(@) = e =
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(77) Functia exponentiala este bijectiva deoarece este injectiva
T #x9 = a™ #a™ (echivalent ™ =a™ = 11 =19)

si surjectiva
(V)y € (0,4+00) (FxeR al y=a".

Prin urmare functia exponentiala este inversabila iar inversa ei este functia
logaritmica cu aceeasi baza (vezi paragraful ce urmeaza).

(17i) Dreapta y = 0 (axa Ox) este asimptota orizontala la graficul functiei
exponentiale. In cazul functiei exponentiale cu baza e = 2, 718 281 ..., limitele
la extremitati sunt

lim e*=0 si lim e" = 4o0.
Tr——00 T—r00

Functia logaritmica
f:(0,00) =R, f(z)=log,z (a e RE\{1} = (0,1) U (1,0))

Logaritmul unui numdr pozitiv x calculat in baza a (a € R5\{1}) se
noteaza log, x si reprezinta puterea la care trebuie ridicata baza a pentru a
obtine z.

Conform acestei definitii, pentru numerele strict pozitive = si a, a # 1, are
loc echivalenta

log, 2=y <= d'=u.

Logaritmii cel mai des intalniti in practica sunt logaritmul zecimal (logy,)
pentru calcule numerice si logaritmul natural (log,), cu baza e = 2, 718 281 ...,
la capitolul de Analizd matematica. Pentru simplitatea scrierii se utilizeaza
notatiile

logjpz=1gx s log.x=1Inz.

Functia logaritmica cu baza supraunitara este strict crescatoare:
a € (1,00) T <xy = log, 1z <log,xs .
In plus, au loc relatiile:

0<z <l l<a<b = log,z <log,x
x>1 l1<a<b = log,z >log,x .
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Functia exponentiala cu baza subunitara este strict descrescatoare:
a€(0,1) r1 < xg = log, x1 > log, x5 .

In plus, au loc relatiile:

0<z<l1 0<a<b<l = log,z <log,x
x>1 O0<a<b<l = log,z>log,z.
Functia logaritmica
y Y
a, b € (0,1) a, b € (1,00)
a<b a<b
1
o z z

log,x

logyx

Proprietatile functiei logaritmice

(7) Proprietati de calcul

log, 7y = log,z+log,y ; log,~ = log,z—log,y ;
log, 1 =0 ; log, g =1 ;
log, 2" = rlog,x ; log,rx = % log, = ;
log, /x = 1 log, = ; log, o log, =

n x

(77) Functia logaritmica este bijectiva deoarece este injectiva
x1 # w9 = log, x1 # log, xo (echivalent log, x1 = log, zo = x1 = 3)
si surjectiva

MyeR (Fze(0,+00) al y=log,z.
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Prin urmare functia logaritmica este inversabila iar inversa ei este functia
exponentiala cu aceeasi baza.

a'% " = g (V) x € (0,400)
log,a’ =y  (V)yeR
La pagina 4, figura din partea dreapta, functiile exponentiala cu baza e si

inversa ei, logaritmul natural, sunt reprezentate in acelasi sistem de coordo-
nate. Graficele celor doua functii sunt simetrice fata de prima bisectoare.

(é4i) Dreapta x = 0 (axa Oy) este asimptotd verticald la graficul functiei
logaritmice. In cazul logaritmului natural, limitele la extremitati sunt

limlnzr = —oco g lim Inz = 4o00.
z—0 T—+00
>0

(7v) Formulele de schimbare a bazei logaritmilor

log, A
log, A = log,A-log,b ; log, A = —ob2 .
log, a

1

log, b= .
log, a

Polinoame si ecuatii algebrice
fmpdrﬁrea polinoamelor. Divizibilitate.

f, g € C[X] polinoame avand gradele n = grad (f) si respectiv m = grad (g)

n>m = f:g=crestr unde grad(r)<m
grad (c) =n—m

Teorema itmpartirii cu rest
fig=crestr dd. f=g-c+r (proba impartirii)

Polinomul f este divizibil prin g daca si numai daca r = 0 (citeste: r este
polinomul identic nul sau, mai precis, coeficientii restului r sunt toti nuli).
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Polinoamele f si g sunt prime intre ele daca cel mai mare divizor comun al
lor este 1 (se noteaza: (f,g) =1).

Teorema lui Bézout

Restul impartirii lui f prin (x — a) este r = f (a).

Consecinte
a) f este divizibil prin (z — a) <= f(a) =0
b) f este divizibil prin g <= toate radacinile lui g sunt radacini (cu mul-

tiplicitati identice) pentru f.

Teorema fundamentald a algebrei

Orice polinom cu coeficienti complecsi are cel putin o radacina complexa.

Consecinta

Orice polinom f = agX" +a; X" '+ -+ a, 1 X + a, € C[X] are exact n
radacini complexe x1, o, ..., 7, (distincte sau nu) si prin urmare se descom-
pune in factori primi de gradul intai:

f=ag(X —z)" - (X —xg)" - .- (X — xp)™

unde nq,no, . . . , ng reprezinta multiplicitatile radacinilor distincte x1, xo, . . ., .

Relatiile lur Viete

gr(f)=2 = [=aX’+uX+a

f = ao(X — $1)(X — Iz) = CL()X2 — ao(xl + .ZCQ)X + apgr1x9

a1

T +l’2 = —

= ao
a2

X1 T2 = -

Qo
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gr(f)=3 = [f=aX?+a X+ aX + a3
f = CL()(X — ZL‘l)(X — CL’Q)(X —ZE3) =

= CL0X3 — CLO(.Tl + i) + .T3)X2 —+ Qg (l’ll’g -+ ToI3 + I‘glj) X — agr1ro2x3

( aq

T + i) + I3 = ——

Qo

a2

= T1T9g +ToX3 +2T3xy = —
Qg

as

€Ty XT3 = -

\ Qo

gr(f) =4 = f=a X'+ a1 X?+axX?+a3X +ay
f=a0(X —21)(X — 22)(X — a3)(X —a4) =

= CL0X4 — ag(xl + 22+ 23+ SC4>X3 + a0($1$2 + XoTg + - -

( a1
$1+$2+$3+$4 = ——
Qo
a2
T1To + XoX3 + T3Ta + T4y + Tola + T1X3 = — QO
Qg
as
T1ToT3 + ToX3Ty + T3T4T1 + T4T1 T2 = —— &
Qo
Gy
T1T2T3T4 = —
\ Qo
. . . a2
@ se scrie mai convenabil:  xy o + 324 + (71 + T2) (T3 + 34) = —
Qo
. . . as
{ se scrie mai convenabil:  xq xo (23 + x4) + X324 (X1 + 22) = ——
Qo

Tipuri speciale de ecuatii de grad superior
a) Ecuatii binome
" —a=0

- se scrie a sub forma trigonometrica: a = r(cost + isint)
- se extrage radacina complexa de ordinul n:

+2km .. t+2kw
+ 2 sin

v {g/;(cost )|k:€{0,1,2,...,(n—1)}}
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b) Ecuatii bipatrate si tripatrate
4+ az?+b=0  substitutia =y

254+ az®+b=0 substitutia =y
¢) Ecualii reciproce
e BEcuatia reciproca de gradul 3

ard+bxP+br+a=0

admite radacina z; = —1.
Se aplica schema lui Horner i se obtine o ecuatie de gradul doi.
e Ecuatia reciproca de gradul 4

ax* +br>+c?+br+a=0

Prin impéartirea cu 22 rezultd az® + bz + ¢ + % + -5 = 0, echivalent, dupa
gruparea termenilor

a(z?+ 1)+b( i)—i—c-O.

1 1
Se face substitutia t =2 + — = t? — 2 = 22 —|— —

Se rezolva ecuatia redusa: a (t2 —2)+bt+c= O

1
Se revine la variabila x rezolvand ecuatiile de gradul al doilea: x + — =t
x

six+ — =t

T
e Ecuatia reciproca de gradul 5
ard +brt+ et +cat+br+a=0

admite radacina x = —1.
Se aplica schema lui Horner si se obtine o ecuatie reciproca de gradul 4:

]a b c c b a
-1 a b—a —-b+a+c b—a a O

ar'+(b—a)2* +(a—b+c)z> +(b—a)z+a=0
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d) Ecuatii cu coeficienti intregi
f=0 [ e ZX]
apz" +a "+ ... +a,=0
Radacinile intregi se afla printre divizorii termenului liber a,,
Radacinile rationale P se aflx printre fractiile s cu
p, divizor al termenului liber a,,
q, divizor al coeficientului director ag

e) Ecuatii cu coeficienti rationali
f=0  feQX]
a+b\/q (a,b € Q, b# 0, g nu este patrat perfect)
Dacd z; = a + by/q este radacina pentru f atunci xo = a — b,/q este de
asemenea radacina pentru f, caz in care f este divizibil prin

(X —a—0byq) (X —a+by/q) = (X —a)® —bq.
f) Ecuatii cu coeficienti reali

f=0  feR[X]

a+ib (a,be R, b+#0)

Daca x1 = a+1 b este radacina pentru f atunci xo = a—1i b este de asemenea
radacina pentru f, caz in care f este divizibil prin

(X —a—ib) (X —a+ib) = (X —a)’*+ b
Matrici si determinanti
Matricea este un tabel de numere (reale sau complexe), numite elementele

matricii, identificate prin pozitia pe care acestea le ocupa: elementul notat a;;
se gaseste la intersectia liniei ¢ cu coloana j.

a1 Ce A15-1 ayj Q1541 e QA1n
i—11 - Qi—15-1 Ai—15 Ai—1541 .- Qi—1In
A= ;1 Ce aij_l Clij aij+1 e Qin = {aij]lgigm .
1<j<n
@it11 - Qit1j-1 Qi Qip1j41 oo Gigdn
L Gm1 Ce amj,1 amj CLijrl . A, ]
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Matricea A este o matrice dreptunghiulara de tipul m x n deoarece are
m linii gi n coloane. Daca numarul de linii coincide cu numarul de coloane
(m = n), spunem ca A este o matrice patrata de ordinul n.

Operatii cu matrici

e adunarea matricilor de acelasi tip: [a;;] + [bi;] = [ai; + bij] ;

o inmultirea cu un scalar o € R (sau C): «a - [a;] = [ovay;] ;

e inmullirea matricilor se realizeaza dupa regula ”linie pe coloana” si este
posibild doar dacd numarul coloanelor primului termen [a;;] € My,x, (R) este
egal cu numarul liniilor celui de-al doilea termen [by;] € M,x, (R):

[air] - [brs] = [Z aikbkj] .

Spre exemplu, produsul matricii A avand trei linii gi doud coloane (m = 3,p = 2)
cu matricea B formata din doua linii si patru coloane (p = 2,n = 4) este ma-
tricea C'= A - B cu trei linii i patru coloane (m = 3,n = 4):

conne o [M b bis m]
D1l bag boz boy
az; a32
@11011 + a12021]  ay1bys + arobay  aiibiz + arabas  anibis + arsboy
= | a21bi1 + ag2bar  a21b12 + ag2brn  a21b13 + a2sboz  a21b14 + G204
az1bi1 + asabor  azibia + azabye  azi1biz + asgboz  asibis + asabos

Chiar daca se poate calcula A - B, in general B - A nu are sens. Mai mult,
in cazul matricilor patrate, desi produsele A - B si B - A au ambele sens, in
general A- B # B - A. Cu alte cuvinte, produsul matricelor patrate nu este o
operatie comutativa.

Matricea nula 0, matricea cu toate elementele egale cu 0, este element
neutru la adunare.

Matricea patrata de ordinul n, notata I, si numita matricea unitate de
ordinul n, avand toate elementele nule cu exceptia celor situate pe diagonala
principala, care sunt egale cu 1, este element neutru la inmultirea matricilor.

Determinantul unei matrici patrate este numarul (real sau complex) cal-
culat dupa regula:

det A = Z (=1)*™ a1,01) - A20) * *** * Anon)

oceb,
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unde o parcurge toate permutarile multimii {1,2,3,...,n} iar sgn (o) desem-
neaza signatura permutarii o (adica numarul inversiunilor din o). Reamintim
ca numarul de permutari al unei multimi cu n elemente este egal cu n!, deci
suma din definitie are n! termeni.

Calculul unui determinant cu formula din definitie este laborioasa, neprac-
tica.

Determinantul matricelor de ordinul 2

det [ 11

@12 | not | Q11 A12
a21

= = Q11022 — A12G2].
22 ag1 A2

Determinantul matricelor de ordinul 3

a1x Qa2 Q13 ai; Qa2 a3
not
det | as1 ag2 ags | = | az1 ax ags | =
a31 a3z G33 az1 aszz g3

= (11022033 + Q13021032 + Q12093031 — (A13022031 + 11023032 + A12091G33)

In aplicatii, pentru calculul determinantului de ordinul al treilea se utilizeaza
regula triunghiurilor sau regula lui Sarrus, reguli ilustrate in figura ce urmeaza.

CL11\ aio a3
az1 B9z 423
as1~6gy” 33
2
aii &12\ 13
a1 .~ a2 @93

Se numeste complement algebric al elementului a,; din matricea A, numarul

a11 aij-1 A1541 Q1n
I — 1z‘+j ;11 Qi—15—1 Gi—15+1 Qi—1n
ij = (=1) . Y .

@411 Qit15—-1  Ai4154+1 Qit1n

an1 Qpj—1 Anj41 Ann

(ce rezulta multiplicand (—1)"" cu minorul corespunzitor elementului a;,
adica determinantul matricii obtinute prin eliminarea liniei ¢ si coloanei j din

A).
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Dezvoltarea determinantului dupa linia 1 :

det A =apl'y + apln + -+ aplin.
Dezvoltarea determinantului dupa coloana 7 :

det A = ai;I'; + ag;I" o5 + - - - 4 an;ly;.
Proprietatile determinantilor

1. Daca intr-o matrice A -toate elementele unei linii (coloane) sunt nule, sau
-doua linii (coloane) sunt egale, sau
-doua linii (coloane) sunt proportionale
atunci det A = 0.

2. Daca la o linie (coloana) a unui determinant se aduna elementele cores-
punzatoare ale altei linii (coloane) multiplicate cu un scalar, valoarea determi-
nantului ramane neschimbata.

Spre exemplu, in determinantul de ordinul trei ce urmeaza, la linia intai
este adunata linia a treia multiplicata cu « :

aip iz a3 ai; +aas; ajp + aazy a1z + ass
21 Q22 A23 | = 21 a22 23
a31 azz2 33 a3 as2 as3

3. Daca se inmultesc elementele unei linii (sau coloane) din matricea A cu
un scalar a atunci determinantul noii matrici este adet A.

4. Determinantul produsului dintre un scalar « si o matrice A de ordinul
n: det (aAd) = a"det (A).

5. Determinantul produsului a doua matrici este egal cu produsul determinatilor
acestora: det (A - B) = det A - det B.

6. O matrice de ordinul n se numegte matrice triunghiulara daca toate
elementele situate dedesubtul (sau deasupra) unei diagonale sunt nule. De-
terminantul unei matrici triunghiulare este egal cu produsul elementelor de
pe diagonala principala sau (—1)" multiplicat cu produsul elementelor de pe
diagonala secundara, dupa caz.

7. Descompunerea determinantului relativ la o linie (coloana) o ilustram
in cazul particular al determinantului de ordinul trei, relativ la linia intai:
/ " / " / " / / !/ " " "
ap tap app +ap a3+ agg app Gy 43 Gy Qi a3
Qg1 a22 Q23 = | G21 G2 Q23 |+ | G21 Q22 Q23
asy as2 ass azr as2 ass asy Gsz2 Aass



27

(Trebuie subliniat ca aceasta proprietate este valabila in cazul determinantilor
de orice ordin, indiferent de linia (sau coloana) luata in considerare.)

ailr aig

8. Matricile patrate de ordinul al doilea A = [
a21  G22

} verifica urmatoarea

identitate remarcabila (Cayley-Hamilton):
A2 — ((111 + (122) A -+ <a11a22 — a12a21> IQ = 0.

Rangul unei matrici

Rangul unei matrici arbitrare este ordinul celui mai mare (in sensul numarului
de linii/coloane) determinant nenul ce se poate forma cu elementele matricii
date (fara a modifica pozitia lor din liniile/coloanele matricii). Rangul matricii
este egal cu r, notat r = rang A, daca matricea admite un minor nenul de
ordin r, iar toti minorii de ordin r + 1, daca exista, sunt nuli.

Matricea cu toate elementele nule are rangul 0.

Daca cel putin un element al matricii A (cu m linii i n coloane) este nenul
atunci rangul verifica inegalitatea

1 <rang A <min{m,n}.
Cum se calculeaza rangul unei matrici?

Daca A este o matrice patrata de ordinul n gi det A # 0 atunci rang A = n.

Daca A este o matrice arbitrara sau una patrata cu det A = 0, se procedeaza
in felul urmator:

- se fixeaza un element nenul a;; (daca este posibil chiar ay;, elementul din
coltul de NV);

- se bordeaza elementul a;; cu o noua linie si o noua coloana astfel incat
determinantul de ordinul al doilea rezultat sa fie nenul si se trece la etapa
urmatoare (rang A > 2); daca prin bordarea lui a;; toti determinantii de
ordinul doi rezultati sunt nuli atunci rang A = 1 si calculul s-a incheiat;

- se repeta procedeul descris prin bordarea submatricii de ordinul 2 cu
determinant nenul obtinuta la etapa precedenta: se cauta acum un determinant
nenul de ordinul 3; daca a fost gasit un astfel de determinant, se trece la etapa
urmatoare (rangA > 3), iar daca toti determinantii de ordinul 3 construiti
sunt nuli, rangA = 2 si calculul s-a incheiat;

- procedeul poate fi repetat cel mult pana se atinge rangul min {m,n}
(respectiv n — 1 in cazul matricilor patrate).
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Inversabilitatea matricilor patrate. Calculul inversei.

O matrice patrata A este inversabila daca si numai daca exista o matrice
(de acelasi ordin), notatd A™!, pentru care A- A1 = A" A=1,.
Conditia necesara si suficienta ca matricea A sa fie inversabila este

det A # 0.

Cum se determind inversa unei matrici A?

- se calculeaza det A: det A =0 = A nu este inversabila;

det A # 0 = A este inversabila.

- se calculeaza transpusa matricei A = [a;;], matricea A® = [aj;] formata
cu elementele lui A prin schimbarea liniilor in coloane (pastrand ordinea lor).
(Este de remarcat identitatea det A = det A’.)

- se calculeaza reciproca (adjuncta) matricei A = [a;;], matricea A* = [[';4]
formata din complementii algebrici ai elementelor transpusei A" = [a;;] .

. . . 1
- se determind matricea inversa A~! = *

Cdet AT

Sisteme de ecuatii liniare

Un sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute are forma

( a1, + 122 + ...+ (VS + ...+ A1nTy = b1
< aﬂ:icl—i—aigxg—i—...—i—aij:cj—i—...+amxn :bz
S e e e T e

Echivalent, sistemul poate fi exprimat sub forma matriciala A - X = B, unde
A = [a;;] reprezinta matricea sistemului si

_{L‘l_ _bl_

X=|x; |, respectiv B= | b;

Ty, b
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Este posibila numai una dintre urmatoarele situatii:

- Sistemul are solutie unica si se numeste compatibil determinat;

- Sistemul admite o infinitate de solutii si se numeste compatibil nedeter-
mainat;

- Sistemul nu are solutii si se numeste incompatibil.

Cazuri particulare

Sistemul Cramer: daca A este o matrice patrata (m = n, numarul necunos-
cutelor coincide cu cel al ecuatiilor) si det A # 0 atunci sistemul este compatibil
determinat, unica sa solutie, exprimatd matricial fiind X = A~!. B. Acelasi
rezultat se obtine aplicand regula lui Cramer:

o Al o A2 o An
 det A’ T2 = detA"”’xn_ det A’

1

unde determinantii Ay, k = 1, n rezulta din A = det A prin inlocuirea coloanei
k cu cea a termenilor liberi B.

Sistemul omogen, sistemul 1n care toti termenii liberi sunt nuli b; = 0
(z' =1, m) . Sistemele omogene sunt compatibile deoarece admit cel putin solutia
(0,0,...,0), numita solutia banala.

Matricea extinsa a sistemului este matricea obtinuta prin completarea ma-
tricii A cu termenii liberi:

aip a2 ... Qin |b1
A== | o o
Al Qm2 - Gpn b

Teorema Kronecker-Capelli

Un sistem algebric liniar este compatibil daca si numai daca rangul matricii
sistemului coincide cu rangul matricii extinse a sistemului: rang A = rang A.

Odata calculat rangul matricii A se evidentiaza determinantul principal A,
adica " cel mai mare determinant” nenul ce se poate forma cu elementele matri-
cii A. Liniile determinantului principal indica ecuatiile principale iar coloanele
sale, necunoscutele principale; toate celelalte ecuatii si necunoscute sunt secun-
dare. Subsistemul format de ecuatiile principale este un sistem de tip Cramer
iar solutiile sale sunt chiar solutiile sistemului initial.

Determinantul principal poate fi bordat, pe linie, cu coeficienti situati in
ecuatiile secundare si pe coloana, cu coeficienti ai necunoscutelor secundare
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(evident, daca exista ecuatii si necunoscute secundare). Determinantii obtinuti
prin bordare poarta numele de determinan{i (minori) caracteristici.

Teorema lui Rouché

Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca toti minorii caracteristici
sunt nuli (rang A < m) sau daca nu existda asemenea minori (rang A =m).

Gradul de nedeterminare al unui sistem compatibil este dat de numarul de
necunoscute secundare n —rang A > 0; daca rang A = n atunci sistemul este
compatibil determinat (nu exista necunoscute secundare).

Un sistem omogen admite solutii nebanale d.d. daca rangul matricii siste-
mului este inferior numarului de necunoscute (rang A < n).

Un sistem omogen in care numarul ecuatiilor coincide cu numarul necu-
noscutelor (m = n) admite solutii nebanale daca i numai daca determinantul
matricii sistemului este nul (det A = 0).

Structuri algebrice

Definitie
Fie M o multime nevida; o lege de corespondenta ce asociaza oricarei pe-
rechi de elemente din M, in mod unic, un element din M

(x,y)—x*xy: M x M— M

se numeste lege de compozitie pe M.

Simbolul * utilizat pentru a desemna elementul compus xx*y este inspirat de
cele doua tipuri de legi de compozitie intalnite din zorii educatiei matematice,
adunarea (+) si inmultirea (-). In notatie aditiva, elementul compus se noteaza
prin x + ¥ si se numeste suma iar in notatie multiplicativa, se noteaza z -y
(uneori scris pe scurt chiar zy) gi se numeste produs.

Submultimea M, C M este parte stabila a lui M la legea de compozitie
* dacd si numai daca oricarei perechi de elemente (zg,yo) din My x M, ii
corespunde un element situat de asemenea in Mj:

(V) o, yo € My = ¢ * Yo € M.
Legea de compozitie * este asociativa d.d.
VM ax,y,z€ M= (z*xy)xz=xx%(yx*z).
Legea de compozitie * este comutativa d.d.

Mz, ye M =>zxy=yx*x.
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Elementul e € M se numeste element neutru pentru legea * daca
MaxeM=z*xe=exx=u.

Elementul neutru pentru o lege de compozitie, daca exista, este unic.

Elementul neutru al unei legi de compozitie de tip aditiv este notat prin 0
sl este numit element de efect nul (sau, mai simplu, zero).

Elementul neutru al unei legi de compozitie de tip multiplicativ este notat
prin 1 gi este numit element unitate.

Un element x se numeste simetrizabil in raport cu legea * daca

(' eM ai zxa'=2"xx=c.

Elementul notat prin 2’ este simetricul lui x.
Daca elementele x y si z sunt simetrizabile atunci x *y si 2’ sunt si ele
simetrizabile. In plus, sunt verificate identitatile

(xxy) =y x2 s () ==z

Simetricul lui x in raport cu o lege de compozitie de tip aditiv este notat
prin —x si este numit opusul lui x.

Simetricul lui « in raport cu o lege de compozitie de tip multiplicativ este
notat prin x~! si este numit inversul lui x.

Definitie
Multimea nevida M, inzestrata cu legea de compozitie *, este monoid daca
si numai daca legea * este asociativa si are element neutru:
(V) z,y,2 € M = (x*y)*2=1*(y*2);
(Fee M al (MjrzeM=zrxe=exx=u1.
Daca legea de compozitie este comutativa atunci M este un monoid comu-
tativ.
Definitie
Multimea nevida G, inzestrata cu legea de compozitie *, este grup daca
legea * este asociativa, are element neutru si toate elementele din G sunt
simetrizabile.
Agadar, (G, *) este grup d.d. sunt satisfacute urmatoarele axiome:
VM z,y,2€ G= (xxy)*z=a*(y*2);
(FeeG al (VjrelG@=>rxe=exz=u;
MazeG ()2’ €eG al. zxa’' ="z =e.
Daca legea de comporzitie este comutativa atunci (G, %) este un grup comu-
tativ sau abelian.
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Teorema
Fie (G,*) un grup si a,b € G doua elemente arbitrare in G. Ecuatiile
axxr=>b s y*xa=>b au solutii unice in G, mai precis

axx = b <= wx=axb respectiv
yxa = b <= y=bxd.

Daca (G, +) este un grup in care legea de compozitie este de tip aditiv
atunci pentru orice a € G si orice numere intregi m, n, au loc identitatile:

ma+na = (m+n)a, m(na)=(mn)a, —(na)=n(—a), 0a=0.

Daca (G, -) este un grup in care legea de compozitie este de tip multiplicativ
atunci pentru orice a € GG si orice numere intregi m, n, au loc identitatile

Definitie
O submultime H C G a unui grup (G, %) se numesgte subgrup al lui G' daca
sunt satisfacute urmatoarele conditii
Vz,ye H=axxy € H;
(V)x € H= 2" € H.
Definitie
Fie (G, *) si (Ge, o) doua grupuri; functia bijectiva f : Gy — G5 se numeste
izomorfim de grupuri daca

flaxy)=f@)ofly) (V)r,yelr

(Ga,0) grup

(Gh, %) grup

flxxy)=f(x)o f(y)

f@') = f(z)

izomor fism
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Ezxemplu

Functia logaritm natural In : (0, 4+00) — R realizeaza un izomorfism intre
((0,400), ), grupul multiplicativ al numerelor pozitive si (R, +) , grupul aditiv
al numerelor reale. Intr-adevir, In este bijectiva si satisface conditia

In(z-y)=Inz+Iny.

Definitie
O multime nevida A inzestrata cu doua legi de compozitie, una aditiva
si una multiplicativa, notate traditional + si -, se numeste inel daca sunt
satisfacute urmatoarele axiome:
(A, +) este grup comutativ,
(A, ) este monoid,
inmultirea (-) este distributiva fata de adunare (+), mai precis
Maz,y,2z€ A x(y+z2)=azy+axz s (yY+2z2)x=yzr+zz.
Daca inmultirea elementelor din A este o lege de compozitie comutativa
atunci inelul (A, +,-) este un inel comutativ.
Inelul (A, +, ) este un inel fara divizori ai lui zero daca

r#0 si y#0 = xy#0.

Un inel comutativ (format din cel putin doua elemente) fara divizori ai lui
zero se numeste domeniu de integritate.

Elementele nenule u, v € A sunt divizori ai lui zero daca uv = 0.

Ezxemplu

Inelul numerelor intregi (Z,+,-) este domeniu de integritate. Singurele
elemente inversabile (adica simetrizabile fata de operatia multiplicativa -) sunt
1si—1.

Definitie

Fie (A1, +,-) si (A2, +, ) doud inele (fiecare inzestrata cu propriile sale legi
de comporzitie, desi acestea sunt notate similar); functia bijectiva f : A; — A
se numeste izomorfim de inele daca

fla+ty)=[(=)+f(y)
fay)=f@)-fw —~ D0ved
Definitie
Un inel (K, +, ) se numeste corp daca 0 # 1 si orice element nenul x este
inversabil.
Ezxemple
Multimile numerice Q, R i C sunt corpuri comutative.
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L, nelul claselor de resture modulo p

Fie n un numar intreg arbitrar si p un numar natural fixat; conform teore-
mei Impartirii cu rest, exista doi intregi, ¢ si r unic determinati, astfel incat

n=qp+r cu 0<r<p.

Numarul g se numeste cat al impartirii n : p iar r se numeste rest. Resturile
posibile la impartirea n : p sunt 0, 1, 2, ..., p — 1. Astfel multimea numerelor
intregi Z se poate descompune in p submultimi disjuncte:

{...,—p,@,p,2p,...} = {kp|keZ} @tﬁ,

{...,—p+1,,p+1,2p+1,...} — {kpt1|kezy™@T,

{..,—p+nr[tlp+r2p+r. ...} = {kp—i—r | k € Z} ot &

{...,—p+(p—1),,p+(p—1),...} = {kp+(p—1) | kezZ}™

numite clase de resturi modulo p. Multimea tuturor claselor de resturi modulo
p se noteaza Zj, :

Z, = {0,1,2,...,p—1}.
Pe aceasta multime se introduc doua legi de compozitie dupa cum urmeaza:
adunarea claselor modulo p, a+b “f +b si
inmultirea claselor modulo p, @-b = N
Adunarea si inmultirea sunt corect definite deoarece, conform definitiei
claselor de resturi, daca intregul k € 7¢1 0 < r < p atunci k =T7.
(Z,,+, -) este inel comutativ in care elementul neutru la adunare este 0 iar
elementul neutru la inmultire este 1.

-~ —

Orice clasa de resturi @ € Z, are opus: —a = p — a.

Nu toate clasele de resturi din Z, sunt inversabile: elementul @ € Z, este
inversabil d.d. singurul divizor comun al lui a si p este 1.

In Consecmta daca a este divizor propriu al lui p (a # 1 §i a # p) atunci
p = abiar a - b=p=0 deci @ este divizor al lui zero.

p—1

)
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i) Daca p este neprim atunci (Z,, +, -) este inel cu divizori ai lui zero.

ii) Daca p este un numar prim atunci toate elementele din Z,\ {6} sunt

inversabile ceea ce confera lui (Z,, +, ) o structura de corp comutativ.

iii) Daca p este un numar prim atunci @*~! =1 oricare ar fi a € Z,\ {O} .

TRIGONOMETRIE SI GEOMETRIE

Functiile trigonometrice

C(0;1) = {(z,y) | * + y* = 1} -cercul trigonometric (centrat in originea
axelor de coordonate cu raza 1).

M (x,y) -punctul curent pe cercul trigonometric.

t € [0,27) -masura in radiani a unghiului la centru format de semiaxa Ox
cu raza vectoare OM.

Corespondenta t «— M (z,y) este bijectiva .

M Fiecarui punct M, situat pe cercul trigonometric i corespunde
un unic punct P din intervalul [0,27) si reciproc.

Masura t, in radiani, a unghiului la centru <AOM este egala
t cu lungimea arcului AM si a segmentului OP.

Definitii cost =z, sint=y, tgt= Yy si ctgt= L
z Y
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i
\Linia
i tangentelor

a=140"

M (z, y) = M(cos t, sint) s ctgt

AR = |tg t|

A QOM ~ A AOR
oQ AR<:> |sint| AR
QM ~ OA 7 |eost| 1

Definitia se poate extinde de la intervalul [0, 27) la R prin procedeul numit
"reducerea la perioada principala”:

WMteR (ANt"€[0,2n) al t=t"+2km, unde k€Z, k= [%}
m

teR= cost=cost" si sint=sint"

Proprietatile functitlor cos si sin

cos gl sin sunt marginite: |cost| <1 s |[sint| <1 (V)teR.

cos (t + 2km) = cost  (V)teR
sin (t + 2kn) =sint  (V)ke€Z

cos : R — [—1, 1] este o functie pard, adica cos (—t) = cost .

cos si sin sunt periodice cu perioada 27 :

Functia cos este pozitiva in cadranele I si IV, resp. negativa in 1T gi I11.
sin : R — [—1, 1] este o functie impard, adica sin (—t) = —sint .

Functia sin este pozitiva in cadranele [ si II resp. negativa in 11T si IV.
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sinus

a functiei

ctiva

O restrictie bije

inus la [—m, 7]

Restrictia functiei si

Tabelul de valori al functiilor sin si cos

2|« = |7
2 e[
R

A sl |3 A
S |5l [
Rslx|| — |
m Kln ﬁ_?‘ —|
% &< ﬁ_Z ﬁ_Q
% ko ||~ ﬁ_Q
clo o=

< ] xR
Q m g m

| 2 180 | 210 | 225 | 240 [ 270 | 300 | 315 | 330 | 360 |

= T [ o |

3T
2

I
3

B
4

T
6

‘rad‘ 7T‘

| 0|

1
2

cos | 1] P[] -

Restrictia functiei cosi

a functiei cosi:

O restrictie bijectiva

inus la [—m,n)
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Proprietatile functiilor tg si ctg
tg (t + kr) = tgt (V)teR\{(2k+1)g|keZ}

W)t e R\ {kn | k € Z}

ctg (t + km) = ctgt
= —tgt

tg : R\ {(Qk +1) g | k € Z} — R este o functie impara: tg (—t)

ctg : R\ {k7 | k € Z} — R este o functie impara: ctg (—t) = —ctgt .

Functiile tg si ctgsunt pozitive in [ si I1] resp. negativein I gi IV.

A é é
v : Functia tangentd

27

|
ol
)3
[ V)

Dreptele x = (2k + 1) z (k € Z) sunt asimptote verticale la graficul functiei

tangenta.
lim tg t = +o0, i
=3 t—%
t<g t>3
Dreptele x = km (k € Z) sunt asimptote verticale la graficul functiei co-

limctg t = —o0.
t—m
t<m

tangenta.
limctg t = +o0,
t—0

t>0
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Restrictia functiei
™

tangentd la [—m, w\N{— g s 5}

Tabelul de valori al functiilor tg si ctg

O restrictie bijectiva a
functiei tangenta

Y

|
UL
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8

%] o [30]45]/60| 90 | 120 [135] 150 | 180 |
(rad| 0 [ G 15[8] 5 |5 [$[F [ 7 |
te 0 - | 1 {5 +oo| —\{3 ~1| - 0
ctg | oo/" V3|1 | & 0 —o5 | 1| V3| ot
Yy Funcgia; otangentd
—" o 2r z
_r T 3
2 2 2
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Relatii intre functiile trigonometrice

Formule fundamentale

1
sin?t +cos’t = 1 ; 1+tg?t = = ltctg?t =
cos* 1

sin®t

Functiile trigonometrice ale complementului

i (— — t) = t t (— — t> = ctgt
sin = cost ; = c ;
2 Y g 2 g ’
( t) = sint t ( t) = tgt
cos | = — si ;C - —
2 Y g 2 g

Functiile trigonometrice ale sumei si diferentei de arce

sin (a + b) = sinacosb + cosasinb; sin(a —b) = sinacosb — cosasin b;
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb; cos(a — b) = cosacosb + sin a sin b;

_ tga+tgh

tga —tgb
- ’ tg(a’_b)_ ga g
1 —tgatghb

t b — 57 B
gla+b) 1+ tgatgh

Functuile trigonometrice ale dublului si triplului unui arc

sin 2t = 2 costsint; sin 3t = 3sint — 4 sin® ¢;

cos2t =2cos?t —1=1—2sin’t = cos’t —sin®t; cos3t = 4cos®t — 3cost;
2tgt Stgt —tg3t

tgot = o0 . tggt = 200 S

& & 1— 3tg2t

Exprimarea functiilor trigonometrice cu ajutorul arcului dublu

/1 — 2t /1 2t 1— 2t
sint = + o eosat ; cost ==+ —+ cos ; tgt =+ S cosa X
2 2 1+ cos 2t

) ) . / se stabileste cadranul ce il contine pe ¢;
Semnul din fata radicalului . )
se alege semnul functiei din cadranul lui ¢.



FExprimarea rationala a functiilor trigonometrice

2tg L 1 —tg?L 2tg L
sint:i' cost = 8 3. 83

14 tg2L’ 14 tg2L’ & :1—tg2%

Transformarea sumei/diferentei in produs

41

?

: . o .ptq p—q . o P—q ptq,
sinp 4 sing = 2sin 5 cos 7 sinp — sinq = 2sin 5 coS 5
B p+q p—q B . p+q . p—q
cosp + cosq = 2cos 5 cos 5 cosp — cosq = —2sin 5 sin 5
sin(p + ¢ sin(p — q)
tgp +1gq :—); tgp—tng—( :
COS P COS ¢ COS P COS ¢

Transformarea produsului in sumda/diferenta

1 1
sinasinb = 5 cos (a—10b)— 5 cos (a+0);

1 1
cosacosh = §cos(a—b)+§cos(a+b);
: 1. 1.
sinacosb = §sm(a—i—b)—|—§sm(a—b).

Functiile trigonometrice inverse

Restrictia sin : [—g, g] — [—1, 1] este bijectiva (deci inversabila).

Definitie

. A ™ T o . .
arcsin a = ”arcul cuprins intre —5 si 5 al carui sinus este a” (=1 <a <1)

' T arcsinxr =y < x =siny
arcsin : [—1,1] — [——, ] , T m
2 S [—1, 1] , Yy < [—5, 5

)




42

Functia arcsinus

I

arcsin (—x) = — arcsin x
- (arcsin este impara)

Restrictia cos : [0, 7] — [—1, 1] este bijectiva (deci inversabila).
Definitie
arccos a = "arcul cuprins intre 0 gi 7 al carui cosinus este a” (=1 <a < 1)

arccosT =Y < X = COSYyY

arccos : [—1,1] — [0, 7], re[-1,1] , yelon]

Functia arccosinus

arccos (—x) = 7 — arccos

T
Restrictia tg : (—5, 5) — R este bijectiva (deci inversabila).
Definitie
A ™ . T o . v
arctga = "arcul cuprins intre — §i 5 acarui tangenta este a”  (a € R)

arctgr =y & x =tgy

arctg:R%(—g,%), s ER yG(—E Z)
' 272
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v 4 : :
:Functia a’rctangent&_-:
2
Z -
v arctg (—r) = —arctgx
(arctg este impara)
=
T ™ . . -
Dreptele y = —5 siy = 5 sunt asimptote orizontale la graficul functiei
arctangenta.
. . . 7
lim arctgx = ——= si lim arctge = —
T——00 2 T—00 2

Relatii remarcabile intre functiile trigonometrice inverse

sin(arccos ) = cos (arcsinz) = /1 — x2

, m (z € [-1,1])
arcsin & -+ arccosr = —
1 m
arctg z 4 arctg — = sgn (x) - B (x € R\ {0})
T
™ T r+y
arctgx + arctgy € (——, —) = |arctgx + arctgy = arctg
22 1—xy

Ecuatiile trigonometrice elementare

1. Ecuatia sinx = a are solutie d.d. a € [-1,1] .

Multimea solutiilor sale este {(—1)]€ arcsina + kn|k € Z} :

In particular, sinz = 0 < = € {kn|k € Z} .
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2. Ecuatia cosz = a are solutie d.d. a € [-1,1] .
Multimea solutiilor sale este {+ arccosa + 2kn|k € Z} .
In particular, cosz = 0 < z € {(Qk +1) g|l€ € Z} :
3. Ecuatia tgx =a are solutie (V) a € R.

Multimea solutiilor sale este {arctga + kn|k € Z} .

In particular, tgz = 0 < z € {kn|k € Z} .

Ecuatia liniara

acost+ bsint = ¢ (a, bceR,a*+b* > O)
are solutii daca si numai dacd a? + b? > 2.
Metode de rezolvare a ecuatiei liniare

ar +by =c

xr = cost

- Substitutia { .
Yy =sint

conduce la sistemul {
- Substitutia z = tg 3 conduce la ecuatia de gradul al doilea

a(1—22)+2bz:c<1+22).

Aceasta metoda are neajunsul de a pierde (eventual) solutiile de forma
(2k+1) .

- Metoda unghiului auxiliar consta in transformarea expresiei din membrul
stang al ecuatiei.

b c c
acost +bsint = c < cost+ —sint = — & cost +tgpsint = — |
a a a

T m . . e ) . b
unde ¢ € <—§, 5) , numit unghi auxiliar este unicul cu proprietatea tg p = —.

a
Rezulta imediat

c
cos(t—p) = —cosp <
a

t € {go + arccos (E cos <,0> + 2km|k € Z} .
a



Aplicatiile trigonometriei in geometrie

AE1BC, h, — lungimea inaltimaii
BAF = C/’:4\F, AF — bisectoare
BD =DC, AD — mediana

G, centrul de greutate

AG = ;AD st GD = %AD

|DulBC, |Du — mediatoare

Teorema sinusurilor

a b c
= = = 2R
sin A sin B sin C'
Teorema cosinusului
a’> =b> + ¢ — 2bccos A
b? = c? 4 a? — 2cacos B
?=a®>+b>—2abcosC
Aria triunghiulu
ah, bhy che
S — — _— fr
2 2 2
g bcsin A _ casinB B absin C
N 2 n 2 n 2
g a’sinBsinC  b?sinCsinA  *sin Asin B

2sin A o 2sin B a 2sin C'
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S = 2RZ%sin Asin BsinC

2ct Act Bct ¢
= 7’ —_— —_ R—
&858,
abe
g - &
4R

S=+plp—a)(p—>)(p—-c) (formula lui Heron)

Numere complexe

Aplicatiile trigonometriei in algebra

C={z=x+iy|z,y € R, i* = —1} -multimea numerelor complexe
2=+ 1y , forma algebrica a numarului complex z
Rez == , partea reala a numarului complex z
Imz=y , partea imaginara a numarului complex z

|z| = /2?2 +vy? , modulul numarului complex z

Z=x—1y , conjugatul numarului complex z

2

I

z=

Numarul complex z = x + iy este afizul punctului M (z,y) iar conjugatul
sau , Z = x — iy , este afizul simetricului punctului M (z,y) fata de axa Ox.

- se noteaza prin ¢ unghiul format de dreapta OM (M # O) cu semiaxa
pozitiva Oz (argumentul lui z );

- se noteaza prin r lungimea segmentului OM (modulul lui z );

- din definitia functiilor trigonometrice rezulta

xr =1rcost )
{ Y = rsint (r>0iarte|0,2m)).

z=r(cost+isint) forma trigonometrica a lui z
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Numerele 7 gi t sunt cordonatele polare ale punctului M (x,y) : r este raza
polara, O este polul iar t este argumentul lui z.

N

t= arctgy + km
x

(k=0pt. M € Cadrl, k=1pt. M € Cadrll —I1I, k=2pt. M € CadrlV).
fnmulﬂr@a si impdrtirea numerelor compleze z; = rj (cost; +isint;), j=1,2
2129 = 119 [cos (1 + ta) + isin (¢ + t2)]
<1 (]

= — [cos (t; — t) +isin (t; — to)]
22 T2

Formula lui Moivre
z = r(cost+isint) = 2" =r"[cosnt + isinnt]

Radacina complexa de ordinul n a numarului complex z = r (cost + isint) :

+ 7s1n

t+ 2k t+ 2k
%:W(cos+ T .t w)’

k=0n—-—1
n

Elemente de geometrie analitica
Vectori

Versorii axelor de coordonate: i = (1,0) si j = (0,1).

Vectorul de pozitie al punctului M (x,y) : OM = zi + yj.

loM|* = «*+y

Lungimea vectorului OM (distanta dintre M si origine): OM? = 22442

Vectorul cu originea T (a, b) si extremitatea M (x,y) :

TM = (v —a)i+ (y—b)j.
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Lungimea vectorului 7'M (distanta dintre punctele T (a,b) si M (x,y)):

T = TM = /(2 — a)* + (y — b)°.

Impirtirea segmentului PQ in raportul k € R \{-1} : PM =kMQ

vy +kry . oy + ko

P(xlayl)aQ(x27y2):>M<xay) Cu T = 1ok SLy = 11k

Caz particular £ = 1, mijlocul segmentului PQ : M (xl T2 it y2) ]

2 72

A A

G, centrul de greutate

Dreapta in plan

1. Ecuatia generala explicita : y = mx +n

(m, panta dreptei : m = tgp, unde ¢ este unghiul dintre dreapta si
semiaxa pozitiva Ox).

2. Ecuatia generala implicita : Az + By+C =0 (m= —%).
3. Ecuatia dreptei prin taieturi : d + % =1 (dreapta taie Ox In a si Oy
a

in b).

4. Ecuatia dreptei ce trece prin T (a, b) si are pantam : y—b=m (z —a).

5. Ecuatia dreptei ce trece prin T'(a,b) si S(u,v) :

€ 2 8
S o

1
11=0.
1
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Aria triunghiului ABC' cu A(ay,a3), B (b1, b2),C (c1,¢2) :

1 a; ay 1
A = 5 mod bl bQ 1 s
C1 Co 1

(adica modulul determinantului)
A, B, C sunt coliniares A = 0.
Distanta de la punctul T (a,b) la dreapta (d) Az + By +C =0
|Aa + Bb+ C|
Vo2

Unghiul ascutit al dreptelor (dy) y = mix+n1 si (d2) y = moz + ny este ¢ cu

dist (d,T) =

mo —
tgp = |—2— |,
g¢ ‘ 1+ moiny
(di) || (d2) < my = my.
(dy) L (dy) & mq - mg = —1 (relatie utila la determinarea normalei !).

Cercul

Cercul este locul geometric al punctelor egal departate de un punct fix
(numit centru).

1. Ecuatia cercului de raza r si centru C' (u,v)
(x —u)’ + (y —v)* =12
2. Ecuatia generald a cercului : 22 +y?> +a-x+b-y+c=0.

3. Ecuatia cercului ce trece prin punctele A (m,n), B (s,t) si C (p,q)

2?4+ v oy 1
m2+n® m n 1
2 4 42 = 0.
s+t s t 1
P+¢ p oq 1

P+’ +a-v+b-y+c=0

Intersectia dreptei cu cercul = solutia sistemului: {
Yy=mx-+n
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ANALIZA MATEMATICA

A. Siruri de numere reale

O functie reala f definita pe multimea numerelor naturale N (sau, echiva-
lent, pe o sectiune N,,, a sa ce cuprinde toate numerele naturale ce depasesc o
valoare fixata m) se numeste gir de numere reale. Este convenabila precizarea
girului prin intermediul termenului sau general: f (n) = a, (n € N) utilizand
simplu notatia (an),,cy;

Sirul (an),cy este monoton daca si numai daca sgn (an4+1 — ay) este cons-
tant oricare ar fi n € N.

(an) este strict crescator

i1 —a, >0 (V) neN =
neN = (a,) este strict descrescator

Upi1 —a, <0 (V)

Sirul (a,),cy este marginit daca si numai daca toti termenii sai se gasesc
intr-un interval marginit:

(M >0 a. 1. (V)neN, |a,| <M.

Definitie

Sirul de numere reale (ay), .y este convergent daca exista un numar real
[ cu proprietatea ca pentru orice € > 0 exista un rang n. astfel incat, pentru
orice n > n., are loc inegalitatea |a, — (| < &; spunem ca numarul real [ este

limita girului cu termenul general a, si notam aceasta prin [ = lim a, sau
n—o0

a, — 1.

Sirul de numere reale (ay),,oy are limita +o0o (—o0) daca pentru orice numar
M > 0 se poate preciza un rang n,, astfel incat, pentru orice n > ny;, are loc
inegalitatea a, > M (a, < —M).

Sirurile care au limita infinita sau cele pentru care limita nu exista se
numesc divergente.

Teorema

Fie (a,), si (bn),cy doud siruri convergente avand aceeasi limita [ iar (z,),,
este un alt sir care verifica dubla inegalitate:

a, <z, <b, oricare ar fin > n’,
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atunci (z,),cy este convergent iar lim z, = [.
n—o0

Consecinta 1
Fie (b,), un sir convergent avand limita 0 si (x,), un alt sir pentru care

exista numarul real [ cu proprietatea

|z, —I| < b, pentru orice rang n > n'

atunci si (x,,), este convergent iar lim z, = [.
n—oo

Consecinta 2
Fie sirul (z,), cu termenul general de forma x, = a, - b,; daca (a,), este

un sir marginit iar (b,),, unul convergent cu limita 0 atunci lim z, = 0.
n—oo

Proprietatile girurilor convergente
i) Limita unui gir convergent de numere reale este unica.
ii) Orice gir convergent de numere reale este marginit:

lima,=1 = (A, BeRai V)n>7, a, € [A, B].

n—o0

Teorema
Orice sir monoton si marginit este convergent.

(—1

) este convergent (cu limita 0) dar
n
n>1

Reciproca este falsa: sirul (

nu este monoton.

Limite remarcabile

1
. 1 07 r>0 . n 07 |Q| b
lim — = | ,o lim ¢" =4 1, ¢=1
n—oo 1 ) - oo o0, (¢ >1
. . - —00, ag<0
nh_}IIOlo (aon? + ™ + -+ a,) = { +00, ag >0
0, p<gq
1 %o
apn’ +an’" + -+ q, by’ P=
= 0

1i
n1—>n<;10 bonq + blnq—l 4+ 4 bq
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n a

nh—goloa,_n:() (la| > 1) nh_)rgom:() (a € R)
1
lim — =0 (r>0) lim /n =1
n—oo N’ n—00
: 1\" o e .
Sirul cu termenul general e, = <1 + —) este crescator si marginit in
n

intervalul [2, 3].

1 1
Sirul cu termenul general £, = 1+ — + — + -+ + — este crescator si

verifica inegalitatile

: 1\" . 11 1
lim (1+—-) =e lim (1+—=+—=4+---+— ) =e
n—00 n n—oco 1 2! n!
Numarul e >~ 2, 718 281... este baza logaritmului natural: Ine = 1.

B. Limite de functii si functii continue

Fie D C R o multime nevida si a € R = RU {400} un punct de acumulare
al acesteia adica un punct pentru care exista siruri (z,), din D, z, # a a.l.

lim z, = a.
n—oo
Definitie

Functia f : D — R are limita | (finita sau infinita) in punctul a daca

pentru orice sir (x,), din D, x, # a cu lim z,, = a este verificata egalitatea
n—oo

lim f (x,) = [. Notam aceasta prin lim f (z) = [.

n—oo T—ra

Limita unei functii intr-un punct (de acumulare al domeniului de definitie),
daca exista, este unica.

Daca exista doua siruri (z/ "

W Si(zh), in D, xl, x) # acu limz, =
n—oo

") atunci functia f nu are limita in

lim 2/ = a dar lim f(2}) # lim f(x!
n—oo n—o0 n—oo

punctul a.
Exemple

T
e lim sinz nu exista deoarece pentru sirurile (n), si ((4n +1) 5) cu
T—00 n

T
lim nr = lim (4n + 1) 5 = % sirurile valorilor functiei au limite diferite,

n—oo n—oo
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lim sinn7m = lim 0 =0, In timp ce
n—oo n—o0
lim sin (4n + 1) T — lim sin <2n7r + g) = lim sin (g) = lim 1=1.

n—oo n—oo n—oo n—oo

o1 - . 1 . 2
e lim sin — nu exista deoarece pentru girurile | — | si (— cu
nm N

=0 dn+1)m
1
lim — = lim ——— = 0, sirurile valorilor functiei au limite diferite,
n—oo N n—oo (dn + 1) m
lim sin + = lim sinnx = 0, in timp ce
n—oo nmw n—oo
1 s
lim sin —— = lim sin(4n + 1) - = L.
n—o0 G e n—o0 2

Limite laterale:
lim f (z) "2 f(a—0) (limita la stanga) si lim f () "2 f(a+0) (limita la
z<a z>a

dreapta).

Daca f are limite laterale egale f (a — 0) = f (a + 0) = [ atunci f are limita
inasilim f(z) =1

Tr—a

Daca f are limite laterale diferite f (a —0) # f(a+0) atunci f nu are

limitd in @ (lim f (z) nu exista).
Tr—a
Teorema

Fie f,g: D — R doua functii, a un punct de acumulare al domeniului D,
V, o vecinatate a lui a i [ un numar real.

Daca i) lim,,,g(x)=0 atunci f are limita in a si
i) |[f(z)=1l<|g()| V)zeV,NnD lim, . f (z) = L.
Ezxemplu
. 1 1 1
lim z sin — = 0 deoarece |xsin— — 0| = |z| - [sin—| < |z|- 1 = |z].
z—0 xT T T
Limite remarcabile
. -1 o
:Fll)rinoo (aoxp +a P+ + ap) = qap- (Foo)”
0, p<q
—1 Qo
lim apx? + a1 2P~ + -+ a, _ % p=gq
z—too byxd + blilqul + -+ bq ago
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1 T
lim za™* =0 (a>1) lim — = lim —— = 0 (r >0)
T—00 z—o0 T z—0 Inx
x>0
1 oo In(1
hm(l—l—x)“lf:e lim n +:1:):1
z—0 x—0 T
x 1 ]
lim a =lIna lim (L+7) =
z—0 €T z—0 €T
1-— 1 t
lim ST 1 lim (;OSQC = — lim et _ 1
z—0 g x—0 x z—0 I
i T —arccosz t
lim 250 E _ lim 2T gy 2Ry
z—0 €T x—0 x z—0 x

Fie D C R o multime nevida si a € D un punct de acumulare al domeniului
de definitie.

Definitie

Functia f: D — R este continua in a daca ilgi f (z) exista si coincide cu
valoarea functiei in a, mai precis liin f(z)=f(a).

Functia f: D — R este contiﬁuc‘? pe multimea Dy C D daca este continua
in fiecare punct al multimii D,.

Punctele de acumulare ale domeniului in care functia nu este continua se
numesc puncte de discontinuitate.

Functia f prezinta o discontinuitate de speta intai in x = a daca are limite
laterale finite si diferite in a (f (a — 0) # f (a + 0)) sau acestea sunt finite egale
dar diferite de f (a). Orice punct de discontinuitate care nu este de speta intai
este clasificat de speta a doua.

Ezxemplu

.1
sin=, x#0 . VN
- f este discontinua in a = 0;

Func@iaf:R—)R,f(x):{ Ox’ 0

punctul a = 0 este punct de discontinuitate de speta a doua.
Proprietati ale functiilor continue
e Orice functie continua pe un interval marginit si inchis este marginita

si 1si atinge marginile. Mai precis, oricare ar fi € [a,b] toate valorile f (x)
se gasesc in intervalul [m, M| (m si M reprezinta minimul, respectiv maximul
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functiei) si in plus, exista x,, € [a,b] si xp € [a,b] aga Incat m = f(z,,) si
respectiv, M = f (zp) .

e Daca f : [a,b] — R este continua si ia valori de semne diferite in capetele
intervalului [a, b] atunci ecuatia f () = 0 are cel putin o radacina in intervalul
(a,b).

e Daca f : I — R este continua pe intervalul I atunci imaginea acestuia
J=f(I)(=Im(f)) este de asemenea un interval.

Observatii asupra proprietatit lur Darboux

O functie f : I — R are proprietatea lui Darbouxr daca oricare ar fi a,b € I
(a < b) si A situat intre f(a) si f(b) exista cel putin un punct ¢, € (a,b)
pentru care A = f (cy) .

Orice functie continua pe un interval are proprietatea lui Darboux.

Functiile discontinue care prezinta o discontinuitate de speta intai nu au
proprietatea lui Darboux.

Y Functiile care prezinta discontinuitdti
de speta intai nu au proprietatea lui Darboux.

Proprietatea lut Darboux

sinl x40
xr =

Functia f: R - R, f(z) = { x g are proprietatea lui Darboux

0,
desi este discontinua (discontinuitatea este de speta a doual).

C. Functii derivabile

Definitie
O functie f : I — R este derivabild in punctul a (situat in intervalul I)

daca limita limM

exista si este finita.
Tr—a Tr— Qa
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f(a)

Interpretarea geometrica a derivatei

f(x) = f(a)
- T —a

lui AMN (vezi figura) si urmare a trecerii la limita dupa © — a, f'(a)
nu reprezinta altceva decat panta tangentei la graficul functiei f in punctul
A(a, f (a)). Cu alte cuvinte, f’ (a) este tangenta (trigonometrica a) unghiului
pe care dreapta tangenta in punctul A 1l face cu semiaxa pozitiva Ox. Ecuatia
tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa a este

y—fla)=["(a)(z—a).

Uneori, pentru a pune in evidenta si variabila independenta a functiei, numarul

Din punct de vedere geometric, raportul este tangenta unghiu-

/' (a), derivata lui f in z = a se noteaza prin d_f (a) iar derivata f’(x) intr-un
T

punct arbitrar pur si simplu prin T
x

O interpretare fizica a derivatei

Un mobil aflat in migcare rectilinie parcurge in ¢ unitati de timp (secunde
/ minute / ore) distanta s(¢) (masurata in metri / kilometri) sau, cu alte
cuvinte, distanta parcursa de mobil poate fi privita ca o functie s : [0,7] — R.
Daca s este derivabila pe [0, T] atunci viteza sa la momentul ¢ se definegte prin
v (t) = & (t) iar daca si v este o functie derivabila atunci acceleratia mobilului
la momentul ¢ este a (t) = ' () = " ().
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Conditia necesara de derivabilitate

Orice functie derivabila intr-un punct este continua in acel punct. Recipro-
ca afirmatiei este falsa: spre exemplu functia modul este continua in origine
fara a fi insa derivabila.

Cum se studiaza derivabilitatea unei functii intr-un punct?
- se verifica proprietatea de continuitate in punctul precizat (daca functia

este discontinua studiul derivabilitatii nu are sens),
- se calculeaza derivatele laterale

f1 (@) = tim LB =Sy LB S0
s T—a rye r—a

Daca derivatele laterale in a exista, sunt finite si egale atunci functia f este
derivabila in a. (Pentru punctele situate la extremitatile -finite- ale domeniului
de definitie este suficient ca una singura din derivatele laterale sa existe si sa fie
finita). In toate celelalte situatii, functia nu este derivabila in punctul studiat.

Tabelul derivatelor

Identitatile din tabelele ce urmeaza se deduc cu formula

flz+h) - f(z)

A —
ce rezulta din definitie prin schimbarea de variabila x — a = h.
L[/ R=R, f(z)=2a" (z") = na" ! (neN) |
fR SR, f(2) = — (in),:— " (men)
x x x
(-2
x x?
’ \f:(O,oo)—>R,f(:c)::1:’” (") = ra"! (rER)‘
I
Vo) =57
T




2. f:R—(0,00) , f(z) =a" (a*) =a"Ina a>0,a#1
| () =¢
3| F:(0,00) SR, f(z) =log,x (log, z) — xllna 0> 0,041
(nz) =~
njely =2 (@0
4. [ f:R—[-1,1], f(2) =sinz (sinz)’ =cosz |
5. fiR—=[-1,1], f(z) =cosx (cosz) = —sinz |
6. f:R\{(zkH)g}ke SR, f(z)=tgz (tgz) = Cosl%
o (tga) =1+ tg% |
7| f iR\ {kn}y R, f(2) = ctga (ctez) = 51;21;5
S| fol) o [25. 7] (o) = aresing (arcsina)' = \/11—711;2 (x # +1)
9. | f:[-1,1 = [0,7], f (x) = arccos x (arccos ) = N (z # +1)
10| f:R = (<2.7), f () = axctga (arcte z) — x21+ 1
Proprictiti ale functiilor derivabile
| (cf (2)) = cf'(z) |
| (f(@)+g(x) = [f(z)+7 (2) |
| (f(z)-g(@) = f(2)gx)+f(x)d (2) |
gg;)' _f (33)9(33;2—;; () g () g(2) £0
ﬁ) _ = f)) , g(@) £0
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Daca f : I C R — R este o functie derivabila pe intervalul I atunci derivata
sa f' are proprietatea lui Darboux pe I.

Derivate de ordin superior

O functie reala este de clasd C! pe intervalul I C R daca este derivabila
in fiecare punct din [ gi in plus, derivata sa f’ este continua pe I. Multimea
functiilor de clasa C' pe I se notezd cu C} iar C? desemneaza in mod natural
clasa functiilor continue pe intervalul I.

In general, pentru un indice n € N fixat, se spune ca f este o functie de
clasda C" (notatie f € C}) daca f e derivabild de n ori pe I cu derivata f
continua.

Functiile elementare cum ar fi e, cosx, sinx, polinoamele de orice grad,
logaritmul (indiferent de baza) sunt functii de clasa C* pe domeniul lor maxim
de definitie 1.

Tabelul derivatelor de ordinul n

JEOR = plp-1)-(p—n+1)ar" p>=n, (peN) |
| = 0 p<n, (peN) |
(1)(’“ (—1)"n!
P = (=#0)
’ (ex)(n) — e ‘
(sinz)™ = sin <9c + n%) (n € N)
(cos z)™ = cos (3: + n%) (n € N)
’((1+x)r)(") = r(r—1)--(r-n+1)(1+2)"" (x>-1, TER)‘

Aplicatiile derivatei

Fie f: D C R — R o functie i @ un punct al domeniului de definitie D.

Punctul a este punct de extrem local pentru f daca exista o vecinatate a sa
V, in care cregterea functiei f (x) — f (a) are semn constant; cu alte cuvinte,
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exista r > 0 a.l.
sgn (f () — f (a)) = const. (V)x € (a—r,a+r)ND.

Mai precis,
a este minim local d.d. f(z)— f(a)
a este maxim local d.d. f(x)—f
Teorema lui Fermat
Fie f: D C R — R o functie si @ un punct din domeniul de definitie D.
a este interior lui D

Daca < a este punct de extrem local — atunci f’(a) = 0.
f este derivabila in a

Interpretarea geometrica

Tangenta la graficul functiei intr-un punct de extrem local din interiorul
domeniului de definitie al unei functii derivabile, este paralela cu axa Ozx.

Punctul z¢ este un punct critic (stationar) al functiei derivabile f daca
f'(z9) = 0, deci conform teoremei lui Fermat, punctele critice sunt posibile
puncte de extrem ale functiei.

y A
y 4 fiRSR f(z)=a?
f:R—=R f(z) =|z|

/ 0
0 nu este extrem local (punct de inflexiune)

/ £(0)=0

extrem local (minim)
£f'(0) nu existd
fi(0)=-1, fa(0) =1
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extrem y A

Fil-L1] =R fz) = Va?—ad

extrem local (maxim)

rGy=o

1

L 2 extrem local (minim)
extrem local (minim) 1 nu este interior

f:(O) nu eacistd[ F1(1) = —oo
f4(0) = —oo, f3(0) = +o0

|
Teorema lui Rolle
f este continua pe [a, b]
Daca ¢ f este derivabila pe (a,b) atunci (3)c € (a,b) ad. f'(c) =0.
fla) = f(b)

f(b)

f(a)

Teorema lui Rolle Teorema lui Lagrange

In particular, daci f (a) = f (b) =0, teorema afirma ca intre doua radacini
ale ecuatiei f () = 0 exista cel putin o radacina a derivatei.
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Reciproc, intre doua radacini consecutive ale derivatei, daca functia isi
schimba semnul, exista o singura radacina a ecuatiei f (x) = 0.

Aplicatie

Separarea radacinilor ecuatiei f (z) = 0 cu ajutorul sirului lui Rolle

Daca f : (a,b) — R este continua si derivabila (extremitatile intervalului
pot fi infinite) si ¢; < ¢o < -+ < ¢, sunt radacinile ecuatiei f’ (z) = 0 atunci
orice schimbare a semnului in girul lui Rolle

T ‘ a cy Cy . e Cr, b

sgu(f (2)) | sen(f (a)) sen(f (c1)) sen(f (c2)) sgn(f (zx))  sgn(f (b))

indica intervalele ce contin céate o radacina a ecuatiei f (z) = 0.

Teorema lui Lagrange

f este continua pe [a, b]
Daca atunci (3) ¢ € (a,b) a.l.

f este derivabila pe (a, b)

f(b) = f(a)

I e,

Interpretarea geometrica

Exista cel putin un punct (¢, f (c)), situat pe graficul functiei, in care tan-
genta este paraleld cu coarda ce uneste extremitatile (a, f (a)) si (b, f (b)) .

Consecinte

Orice functie derivabila pe un interval cu derivata pozitiva (negativa) este
crescatoare (descrescatoare) pe acel interval.

Daca derivata unei functii este nula pe un interval atunci functia este con-
stanta pe acel interval:

f:D CR — R, derivabila pe intervalul I C D

f(x)=0 (V)xel= f(x)=c (constantd) pe I.
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Teorema lui Cauchy

f, g sunt continue pe [a, b]
Daca { f, g sunt derivabile pe (a,b) atunci (3)c¢ € (a,b) a.i.
g'(z) # 0 pe (a,b)

Limite de functii (completari)

Calculul limitelor de functii conduce cel mai adesea la situatii exceptate

00
de la regulile de calcul algebric, cum ar fi — sau —, si este nevoie de multa
00

indemanare pentru evitarea lor. In conditii rezonabile de derivabiltate a ter-
menilor, requla lui |’ Hospital poate fi de mare ajutor daca este aplicata corect
gi cu discernamant. Pe scurt, requla lui [ 'Hospital reduce calculul limitei

lim % (a, finit sau infinit) aflata intr-una din situatiile de nedeterminare
Tr—a g T
0 !/
— sau f’ la calculul limitei (uneori mai simple) lim / (x) Mai precis, daca
0 oo v g’ (x)
/
m f/ (z) = [ (finit sau infinit) atunci si lim /(@) =1

z—a g (2) z—a g (T)

Ezxemple

. In(z*+2-5) :
a) L = 3101_% po =0 nedeterminare.
Se calculeaza
2v+1
/ —_—
hm<ln(x2_|_:13—/5>) ZlimI2+x_5: . 20+ 1 :§.
T2 (22 —4) T2 2x e>2 2z (2242 —5) 4

5
Conform regulii lui 1 "Hospital rezulta L = T

————~ = -, nedeterminare.

z—0 |n (1 + sin ac) 0

Limita raportului derivatelor este dificil de calculat
(ln (x4 + sin? :v2))/

xlg% (ln (1 + sin® x))l

= ...(dar nu imposibil de calculat).
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Este recomandata metoda directa, bazata pe utilizarea limitelor remarca-
bile evidentiate mai sus.

2
sin z2
. x* + sin? 22 . xt 1+< 22 ) 1+12
L=lim ————7p— = lim —; — =1- = 2.
z—0 In (1 + sin 3;’) z—0sIn" x 1n(1+sm x) 1
sin? z
. a?sin2 ‘ } L .
¢) L = lim — = —, nedeterminare. (Am vazut ca lim zsin — = 0.)
z—0 sinx 0 20 T

Limita raportului derivatelor nu exista
. / . .
. (a?sinl) . 2zsin: —sini o oL
lim ~—%~ = lim , deoarece lim sin - nu exista.
=0 (sinz) 20 CoS T 20
- R A
Totusi limita exista: L = lim —; = lim ( : > rsin— | =1-0=0.
a—0 sinw z—0 \sin x

x 00

d) L = lim ——— = —, nedeterminare.
) z—o0 /2 4+ 1 o0

Utilizarea (fara discernamant) a regulii lui 'Hospital nu duce la niciun

(z)' . Vrr+1

rezultat: lim ———— = lim ———.
Totusi limita poate fi calculata cu metoda factorului fortat:

1
=1
1+ 5

Ghid pentru reprezentarea grafica a functiilor

L = lim N lim
Tr—r0o0

z—00 /2 4+ 1

Etapele reprezentarii grafice a functiilor reale de variabila reala

f:ECR—=R, f(z)=..

Stabilirea domeniulur maxim de definitie B

Domeniul maxim de definifie E este alcatuit din toate numerele reale
x pentru care expresia f(x) are sens si este finita: E = {z | f (z) € R}.

Multimea E este de regula o reuniune de intervale si eventual, de puncte
"izolate”.

Limitele functiei la extremitatile (finite si infinite) ale intervalelor din E

Domeniului de continuitate: E. = {x | x € E i f este continua in x}
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este o reuniune de intervale deschise sau inchise.

Asimptote verticale:

a, extremitate de interval al domeniului E,., a # 00 ;

x = a este asimptota verticala daca cel putin una dintre limitele laterale

f(a—0)sau f(a—0) este infinita.

Asimptote oblice (sau, in particular, orizontale):

y = n este asimptota orizontald daca lim f(x) =n sau lim f(z) = n;
T—r—00 Tr—r00

y = mx + n este asimptotd oblica dacd lim f(x) este infinitd sau nu

T—F00
Lo . X
exista, dar m = lim /(@)
r—+oo

sin= lim (f(x)—ma) exista si sunt finite.
z—Fo00

Studiul derivatet intas

Calculul derivatei intai f’(x).

Domeniului de derivabilitate este domeniul maxim de existenta al expresiei
f'(x) : Eg={x|x € E.si [ este derivabila in 2} .

Practic, pentru precizarea domeniului E,;, se calculeaza derivatele laterale
f1(b) si f}(b) in acele puncte b ale domeniului de continuitate E, in care exista
dubii asupra existentei expresiei f’(z).

e Daca f.(b) si f;(b) sunt finite si egale atunci b apartine domeniului de
derivabilitate Ej;.
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Functia f este derivabila in punctul b
iar dreaptay — f (0) = f' (b) (x — b)
este tangenta in punctul (b, f (b)) .

e Daca f!(b) si f}(b) sunt infinite, egale atunci f nu este derivabila in b,
(b, f (b)) este un punct de inflexiune cu tangenta verticala al graficului iar
dreapta x = b este tangenta verticala.

e Daca f!(b) si f;(b) sunt infinite, diferite atunci f nu este derivabila in b,
(b, f (b)) este un punct de intoarcere al graficului iar semidreapta © = b
(cuy > f(b) saucuy < f(b), dupa caz) este semitangenta verticala.

y = flz)

y = flx)

(b, £(b))

(b, f(b))
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e Daca f! (b) si f} (b) sunt finite si diferite sau cel putin una dintre derivatele

laterale este finita atunci functia nu este derivabila in b, (b, f (b)) este un punct
unghiular al graficului.

Se rezolva ecuatia f’'(x) = 0. Radacinile derivatei sunt punctele critice sau
stationare ale functiei.
Importanta studiului amanuntit al derivatei intai consta in urmatoarele:
-punctele de extrem ale functiei se gasesc printre punctele sale critice, un-
ghiulare sau de intoarcere;
-semnul derivatei intai ofera informatii despre intervalele de monotonie:
f'(x) >0 peintervalul I C E; = [ este crescatoare pe I,
f'(z) <0 peintervalul I C E; = f este descrescatoare pe I.

Studiul derivatei a doua

Calculul derivatei a doua f” (z).
Precizarea domeniului maxim de existenta al expresiei f” (x).
Se determina radacinile ecuatiei f” (z) = 0.
Punctele de infleriune ale functiei se gasesc printre radacinile derivatei
a doua. Semnul derivatei a doua stabilegte intervalele pe care functia este
concava sal convexa:
f"(x) > 0 pe intervalul I = f este convexa pe I,
f"(x) <0 peintervalul I = f este concava pe I.

Daca expresia f'(x) are o forma complicata (calculul lui f” (z) ia mult
timp) sau ecuatia f” () = 0 este dificil de rezolvat, se poate renunta la studiul
derivatei a doua.
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Tabelul de variatie al functiei

x H Se agaza crescator punctele importante determinate mai sus.
(

z) || Se studiaza semnul pe fiecare interval evidentiat la rubrica .
1" (z) || Se studiaza semnul pe fiecare interval evidentiat la rubrica .
f(z) | Pe fiecare interval se traseaza sagetile ce indica monotonia

si forma ramurilor ce alcatuiesc graficul functiei,

respectand urmatoarele reguli:

. . ) .
f@f o+ @) r@| - fa| -
rel o+ rw| - r@| ro| -
f@) @) 1@ 1@
Crescatoare, Crescatoare, Descrescatoare, Descrescatoare,
convexa, concava convexa concava

Valori importante

Se calculeaza coordonatele punctelor in care functia nu este continua, nu
este derivabila, ale punctelor critice si ale punctelor de inflexiune. Valorile
gasite se trec in tabelul de variatie al functiei.

Se calculeaza coordonatele punctelor de intersectie cu axele:

NOz y=0<« f(xz)=0 (seretin doar valorile z € E).

NOy x=0=y=f(0) (doar daca 0 € E).

Reprezentarea grafica

-se traseaza axele de coordonate,

-se stabilegte unitatea de masura pe fiecare axa in parte,

-se traseaza asimptotele gi tangentele verticale,

-se ageaza pe grafic punctele importante ale caror coordonate au fost cal-

culate mai sus,
-se traseaza graficul functiei conform tabelului de variatie.
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Observatii

Se studiaza eventualele simetrii ale graficului.
e Daca f este o functie pard, adica f (—z) = f () (V)x € E, atunci
graficul functiei este simetric fata de axa Oy.
e Daca f este o functie impard, adica f(—z) = —f(z) (V)x € E,
atunci graficul functiei este simetric fata de origine.
Se studiaza periodicitatea.
Functia f este periodica cu perioada T daca f(x+T) = f(x) (V)x € E;
cel mai mic numar pozitiv 7' cu aceasta proprietate (daca exista) se numeste
perioada principala.

Se precizeaza imaginea functiei: Imf ={y | (I)z € Fal y= f(x)}.
D. Integrabilitate si aplicatii

Definitie

Functia f : D — R (D C R, interval) este primitivabila daca exista o
functie F': D — R |, numita primitive lui f , avand proprietatile:

(i) F este derivabila pe D

(i) F'(x) = f(z), (V)x € D.

Multimea tuturor primitivelor lui f este notata prin simbolul ” [ f(z)dz”
ce se citegte "integrala nedefinita a lui f in raport cu z”. Intrucat orice doud
primitive ale aceleasi functii primitivabile difera printr-o constanta (f este de-
finita pe un interval !), pentru determinarea integralei nedefinite este suficienta
gasirea unei singure primitive F. Are loc egalitatea de multimi

/f(x)dx — Fz) +C,
unde C reprezinta multimea functiilor reale constante definite pe D.
Proprietatea (ii) din definitie permite alcatuirea unui tabel cu integrale

nedefinite a carui consultare atenta reprezinta o prima metoda de primitivare.
In plus, din (ii) rezulta si proprietatea de liniaritate a integralei nedefinite:

[last@)+ saalds = [ s+ 5 [ glarts

oricare ar fi f, g : D — R, primitivabile si o, § numere reale.
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Tabelul primitivelor elementare?

anrl
/x”dx: +C zelCR, neN
n+1

'S xT+1 *
/xdx—r+1+C relCR,, reR\{-1)

1 2
/ﬁdx—2ﬁ+c, /\/de—gx\/f—i—c z el C(0,00)

1
/—dlenx+C rel CRL
x

/axdx: a4 +C zelCR

Ina

1 1
/—dx:—arctgzjtc relCR
a

x? + a? a
1 1 r—a
/mdl':%ln T+a ‘|—C .%'E]CR\{—CL,CL}
/sinxdas:—cosx+C, /cosxda::sin:v—l—c rel CR

/tga:d.r:—ln|cosx\+c rel CR\ {(2k+1)g|k€R}

1
/,2 de = —ctge+C xe€lCR\ {kr|keR}

SN

1 m
_ ICR {2 T R}
/COSQ:de tgr+C xzelCR\ {(2k+ )2|ke

/mdx—ln<x+\/a:2+a2>+c zelCR

dx—ln‘x—f—\/x?—a?

+C z€lC(—00,—a)U(a,+00)

| =

T
de =arcsin—+C x €l C(—a,a)
a

| =

2] reprezints intervalul de integrare.
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In practica isi dovedesc utilitatea si urmatoarele trei formule de integrare
ce se pot verifica imediat prin derivarea membrului drept:

x
dx =/ 2%+a?+C; /—dm =v/z22—a’+C;
) /x2 — a2 )

=—Va?—2?+C.

x
/ Va2 + a?

/ T
Va2 — 12
Problema A

Cum se poate decide daca functia f: D — R (D C R, interval) este sau
nu primitivabila?

Direct, problema poate fi rezolvata intuind (de exemplu cu ajutorul tabe-
lului) forma pe care ar trebui s-o aiba primitiva F' si verificand daca sunt sau
nu indeplinite conditiile (i) si (ii) din definitie.

Posibilitatea rezolvarii indirecte a problemei A se bazeaza pe urmatoarele
rezultate:

e Orice functie reala continua pe intervalul D C R este primitivabila pe D.

e Daca f este o functie reala primitivabila pe intervalul D C R atunci din
identitatea f = F’ rezulta imediat ca f are proprietatea lui Darboux pe D.

i) Daca f nu are proprietatea lui Darboux pe intervalul D atunci f nu
este primitivabila pe D.

ii) Daca f are in punctul zq al intervalului D o discontinuitate de speta
I (adica limitele laterale f(xo — 0) si f(zo + 0) sunt finite dar diferite) atunci
f nu este primitivabila pe D.

Astfel, pentru a dovedi primitivabilitatea unei functii este suficient (nu
51 necesar) sa se verifice continuitatea sa, ceea ce este mult mai comod in
comparatie cu verificarea conditiilor i) si ii) ale definitiei.

Pentru a dovedi neprimitivabilitatea unei functii este suficient (nu si ne-
cesar) sa se verifice ca f nu poseda proprietatea lui Darboux, adica faptul ca
exista un interval Dy C D a carui imagine prin f,

f(Do) ={y [y eR, (Qzo € Doy = flzo)}

nu este interval.
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Problema B

Cum poate fi determinata integrala nedefinita T = [ f(x)dx a functiei pri-
mitivabile f: D — R (D C R, interval)?

O prima metoda o constituie, aga cum remarcam inainte, consultarea atenta

a tabelului cu primitivele unor functii elementare. Descriem in continuare
careva procedee de calcul a integralei nedefinite utile in rezolvarea problemelor.

METODA INTEGRARII PRIN PARTI

Daca f se poate exprima sub forma

cu u,v : D — R derivabile, atunci

7= /f(a:)dx =u(x) - v(x) — /u’(x) cv(z)de =...=F(z)+C

(cu alte cuvinte, calculul integralei initiale [ wu(x) - v'(z)dz se reduce la cel al
integralei ['(x)-v(x)dx care, la o alegere judicioasd a functiilor u si v, poate
fi mai simpla).

METODA SCHIMBARII DE VARIABILA (1)

Daca f se poate exprima sub forma:

unde ¢ : D — FE (E C R interval) este derivabila iar f : £ — R este
primitivabila cu primitiva G, atunci calculul integralei nedefinite

7= [ fads = [ gle@) & (@)

prin schimbarea de variabila t = ¢(z), se reduce la calculul integralei nedefi-
nite:

7, - /g(t)dt =G +C
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si in final
T =_G(px)+C.

METODA SCHIMBARII DE VARIABILA (2)

DacaV¥ : E — R (F C R, interval) este bijectiva si derivabila iar (foW)- 0’
este primitivabila pe E cu primitiva H atunci calculul integralei nedefinite

z:/ﬂ@m

se reduce prin schimbarea de variabila (substitutia) x = W(t) la cel al integralei

L:/}@@y@@ﬁ:mzﬂw+a
iar in final, revenind la variabila initiala (in baza bijectivitatii lui ¥,

t = ¥~1(x)), se obtine:
T=HW 2))+C.

SUBSTITUTII REMARCABILE

Utilizarea formei canonice a trinomului de gradul al-1I-lea

ax’ +br+c = ﬁ (amQ + bx + c) = % (4a2x2 + dabx + 4ac) =
= % [(2az + b)* + A]

I, = /f (aa:2 + bx + c) dr cu f integrabila

2+ A
4a '

1
t:2aa?+b:>1t:%/g(t)dt, unde g(t)zf(
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Primitivarea functiilor rationale

7 = /R(m)dx: gg;d

grP > grQQ = R= C—I—ﬁ (p,restul) :>I:f0($)dx+fwd

x
Q Q (z)
grP < gr@Q = @ se descompune in produs de factori
de gr.I si II la diverse puteri
R = @ se descompune in fractii simple de forma
A " Az + B (cu A < 0)
——— respectiv cu
(ax + b)" P (ax? + bz + )"

care se vor primitiva fiecare in parte

Substitutii trigonometrice pentru eliminarea radicalului
[f(Va®=2?)dz T =a-sint

[f (Va2 +a?) da x:a-atgt
ff( x? — )dx x =

cost

Substitutiile lui Fuler

[ R(z,vaz? +bx +c)dx  cu R, rationald
A<0= t+/ar=+ar?>+br+c

r—X
A>0= t= !

r — X9

Integrale reductibile la integrale de functii rationale

Ljax +b JJar+0b . g
fR<x’”cx+d""’”c:c+d) dxr R, rationala

wlar+b
cxr +d

unde m = [p, .., q|

m = [p, ..., q] reprezintd cel mai mic multiplu comun al numerelor p, ..., .
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[ R(e")dx R, rationald ¢ =e¢"

t=tg3
: R (u,—v) = =R (u,v) = t=cosx

[ R(cosz,sinz)dx R, rationald R—u,v) = —R(uv) = t=sinz
R(—u,—v) = R(u,v) = t=tgz

Precizam in incheiere ca alegerea schimbarii de variabila tine de imaginatia
si experienta rezolvitorului care poate aborda o aceeasi problema prin doua sau
chiar mai multe modalitati. Este interesant sa comparati in asemenea situatii
rezultatele obtinute si sa explicati diferentele remarcate. De asemenea este util
ca la integralele nedefinite intalnite sa reflectati asupra intervalelor maxime pe
care sunt definite functiile de sub semnul integralei.

Constructia integralei definite

Oricarei functii f : [a,b] — R 1 se poate ataga un numar real oy dupa cum
urmeaza:
- se construieste o diviziune a intervalului de definitie:

(A) a=29g<21 <9< ... <1 <X < ... <Tp_q <xp="0,
- se alege un sistem de puncte intermediare diviziunii:

(7_) {tbt?) "'ati7 "'at’n}a tl € [aji—laxi] (Z = 1,”),

- se defineste

or(A,T) = Zf(tz)(xi — T ).

Numarul o¢(A,7) se numeste suma integrald Riemann a lui f relativ la
diviziunea (A) si sistemul de puncte intermediare (7). Din punct de vedere
geometric, pentru functii pozitive, acest numar reprezinta o aproximare a ariei
”de sub grafic”.
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f(t) /7—T

Definitie
Functia f : [a,b] — R este integrabila (in sens Riemann) d.d. exista un
numar real I care verifica urmatoarea proprietate:
"pentru orice numar € > 0 exista . > 0 aga incat
oricare ar fi diviziunea (A) cu norma p(A) := max(x; — ;1) < .
(2
oricare ar fi sistemul de puncte (7), intermediare diviziunii (A) ,
are loc inegalitatea |of(A, 7) — | < £”.
Numarul I, daca exista, se noteaza f: f(z)dz si reprezinta " integrala defi-
nitd a functiei [ pe intervalul [a,b] in raport cu variabila z”.

rezulta

In cazul particular al partitiei uniforme cu noma
n

b
ISR
k=1 “

Problema C

Cum se poate decide daca functia f : [a,b] — R este sau nu integrabila?

Utilizarea definitiei, desi incomoda, este uneori inevitabila.
Urmatoarele rezultate sunt utile pentru evitarea definitiei in studiul inte-
grabilitatii:

si
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e Oricare functie integrabila pe [a, b] este marginita pe |a, b].

e Functiile reale nemarginite nu sunt integrabile.

e Orice functie reala monotona pe [a, b] este integrabila pe [a, b].

e Daca f : [a,b] = R este continua pe [a,b] \ {1, s, ..., 2%} iar punctele
de discontinuitate z; (i = 1, k) sunt toate de speta intai (f(z; —0) si f(z; +0)
exista, sunt finite dar diferite) atunci f este integrabila pe [a, b].

Problema D

Cum poate fi calculata integrala definita T = fabf(a:)dx ?

Pentru a calcula integralele este bine sa cunoasteti:
a) Proprietatea de liniaritate:

b b b
/[af(a:) + Bg(x)|dx = a/f(a:)dm + B/g(x)dx, a,fER

b) Proprietatea de aditivitate la interval:

/bf(m)dm:/cf(x)dx—ir/bf(x)dx

g integrabila iar ¢ € [a, b].
FORMULA LUI LEIBNIZ-NEWTON

Daca functia f : [a,b] — R este integrabla si primitivabila iar F' este o
primitiva a sa atunci

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Exista functii integrabile care nu sunt primitivabile ceea ce face ca formula
sa nu poata fi aplicata. Un caz aparte, in care nu se poate utiliza (direct)
formula este acela al integralei unei functii, integrabile si primitivabile, a carei
primitiva nu este exprimabila prin functii elementare. Asemenea functii sunt
2 , sSinz
, COS X7, .

x

—T

e
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METODE DE INTEGRARE

Integrarea prin parti se aplica daca f (x) = u(z) - (x)

b

L[f“”x:lz@*ﬁuww=uwwww —lewqmwmz”

a

Schimbarea de variabila (1) se aplica daca f(x) =g (¢ (z)) - ¢ (x)

I=[f@de=[g(e()) ¢ (x)d
t=v¢(x)=dt =¢ (z)dx
r=a=>t=y(a) i t=b=1t=p(b)

I= [ g(t)dt =G (¢ (b)) - Gp(a))

Schimbarea de variabila (2) se aplica daca f (z) are o forma speciala (vezi
lista substitutiilor remarcabile)

T=["f(z)dx

t=p@)er=y(t) (=9

r=1(t) = de=1" (t)dt

r=a=>t=y(a) i x=b=1t=p(b)

= [0 () v (t)dt = H (g (b)) — H (¢(a))
Proprietitile integralei definite

Teorema

Daca functia f : [a,b] — R este continua atunci

i) f este integrabila pe [a, b],

ii) f este primitivabild pe [a,b] iar F : [a,b] = R, F(z) = [T f(t)dt este o
primitiva a lui f.

Pentru orice functie continua f : [a,b] — R are loc identitatea

- /&@ﬁ)ﬂm.
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Observatie
Integrarea si derivarea sunt operatii ”inverse” una celeilalte in sensul ca

T /

/d@ﬁxzﬂ@+€ si /mmﬁ — g()

a T

Teorema
Daca f, g : [a,b] — R sunt integrabile atunci
b b
flx) <g(x), (V)z€lab = /f(x)dx < /g(x)dx.

a

Teorema
Daca f : [a,b] — R este integrabila si m = i?fb]f(x) respectiv. M =
z€[a,
sup f(z) atunci
z€[a,b]
b
m(b—a) < /f(m)dm < M(b—a).
Yy

f(®)

f(a) FlOf-

f(e)(b—a)

Teorema (formula de medie)
Daca f : [a,b] — R este integrabila atunci exista un punct ¢ situat intre a

si b asa incat
b

/ﬂ@@:f@w—w.

a
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b

[ f(z)dz se numeste valoarea medie a functiei f pe inter-

Numarul

b—
valul [a,b] .

Aplicatii ale integralei definite in geometrie

i) Aria domeniilor marginite cuprinse intre graficele a doud functii

Daca f,g : I € R — R doua functii continue ale caror grafice se intersec-
teaza in punctele de abscise a < b < ¢ determina un domeniu marginit a carui
arie este

Afg = /C lg () — f(x)|dz.

v A

Exemplu
Aria discului circular de raza r (centrat in origine)

D={(zy) | +y*<r’y={(x,y) | —ViIZ—2?<y<Vir?—a?}

Aria (D) = / r2 — g2 — <_,/r2 _ x2)
= 4/ V12— 22dx = ‘21”2 arcsin r 4+ 2212 — x2
0 r

dsz/ V1?2 — x2dx =

2
= 7rTm.
0
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ii) Volumul corpurilor generate prin rotirea graficului functiei in jurul azei
Ox

Daca f: I C R — R o functie continua atunci corpul generat prin rotirea
portiunii de grafic cuprinsa intre punctele x = a §i = b in jurul axei Oz are
volumul

b
Vi = 7r/ f*(z)dx.

D e

S|
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PROBLEME DE ALGEBRA (simbol AL)

AL 1 Sa se calculeze
{3,3} +{-3,3},

unde {z} reprezinta partea fractionara a numarului real z.

a) 0 b) 0,3 c) 0,6 d) 6,6 e) 1 f) —1

AL 2 TFie A = (\/5,100—\/5)@3 = (\/5 ,100+\/5). Cate numere

naturale contine multimea A N B?

a) 96 b) 97 c) 100 d) 101 e) 197 f) o infinitate

AL 3 Sa se determine suma solutiilor ecuatiei
|z| + |z + 2| = 3.

a) —3 b) —2 c) —1 d) 1 e) 2 f) 3

AL 4 Cate numere intregi se gasesc in multimea
{z eR, |20 -3] <6} 7

a) 0 b) 7 c)4 d) 2 e) 6 f) 5

AL 5 §Sa se determine multimea tuturor valorilor lui x pentru care

z—1 x—|—1>

— 0.
r+1 xz-—17

83



84 CULEGERE DE PROBLEME

a) (—oo,—1)U[0,1) b) (—o0, —1) ¢c) R
d) 0 e) (1,+o00) f) (—o0,—2)

AL 6 Sa se gaseasca multimea tuturor valorilor lui x pentru care

vr+8<ux+2.
a) [1,00) b) [-8, —4] U [1, 00) c) [—8,—4]
d) (—o0, —4] U [1, 00) e) (—oo, —4] f) [-2, 00)

AL 7 Sa se determine toate valorile nenule ale parametrului real a astfel incat

ecuatia
1
VI —2+4/ax? —2r — — =0,
a

sa aiba cel putin o solutie reala.

a) 2 b) 1£+2 (;)HEQ‘/§

d) =2, 1++2 e) 2+ /2 f)0,1++2

AL 8 Sa se gaseasca multimea tuturor valorilor lui x € R astfel incat

Va2 —3x+2>x+1.

s(=) ) (e

d) [-1, +0) e) f) (=1, 4+00)

AL 9 Fie ecuatia
2?4+ |z| =mz (v +3), meR.

Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului m astfel incat aceasta
ecuatie sa aiba exact trei solutii reale diferite.
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a) R b) (%7 1) c)
d) (—o0,1] e) R\ {-1,1} f) R\ {1}

AL 10 Sa se gaseasca multimea tuturor solutiilor reale ale ecuatiei

V1—2—22%2=—2x—1.

a) {1} b) {0, -1} c) {0,2}
d) {=1} e) 0 £) {0}

AL 11 Sa se determine multimea tuturor solutiilor reale ale ecuatiei

V23 — a2 —2x+1=x+1.

a) {—1,0,1} b) {-1,1,2} ¢) {-1,0,2}
d) {07172} e) {0717\/5} f) {_\/5707\/5}

AL 12 Andrei si Cristian joaca un joc in care persoana care pierde o runda ii
da celuilalt jumatate din punctele pe care le are in acel moment. Ei incep jocul
cu 4a, respectiv 4¢ puncte. Daca Andrei castiga prima runda, iar Cristian o
castiga pe a doua, cate puncte are Cristian la sfarsitul celei de-a doua runde?

a)2c  b)2c+a c)2a+c d)3c+a e)3c+2a f)2c+2a

AL 13 Valer pleaca la scoala avand suma de z lei cu el, unde x este un numar

din aceasta. Sa se determine

natural din intervalul (2, 6] si cheltuieste

multimea tuturor valorile pe care le poate lua z, daca el se intoarce acasa fara
datorii.

a) {3,4,5,6} b) {3,4,5} ¢) (2,6]
d) {3,4} e) 0 £) {4,5,6}
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. . 3 .. N e .
AL 14 Maria cheltuieste — din salariul sau lunar pe chirie si — pe mancare.
Ana, care castiga dublu fata de Maria, cheltuiegte un sfert din salariul sau pe
chirie si jumatate pe mancare. Cele doua fete decid sa doneze restul banilor
din salariul pe o luna. Care este raportul dintre suma totala donata si suma
pe care o castiga fetele impreuna?

17 b 17 17 23 23 ¢ 23

Voo Pa 9% Yu 9n Ui

AL 15 Dacd a=b-c? cscade cu 20%, iar a rdmane constant, cu ce procent
creste b?

a) 56, 25% b) 40% c) 20%
d) 0,025% e) 0,5% £) 60%

AL 16 Suma totala de bani depusa la Smart Bank se mareste de 10 ori pe
parcursul unui an, timp in care numarul conturilor deschise scade cu 20%. Cu
ce factor creste suma medie depusa in fiecare cont?

a) 2 b) 8 ) 9,8 d) 12 ) 12,5  f)13

AL 17 Pretul transportului pentru o comanda mai mica sau egala cu p lei
este s lei. Pentru comenzi ce depasesc p lei se percepe o taxa suplimentara de
5% din ce depaseste p lei. Daca valoarea comenzii este z lei (x > p), care este
pretul transportului?

a) s+ 0,05z b) s +0,05p c) 0,05(s —p+ x)
d) s +0,05(z — p) e) s+0,05(p —x) f) s+ 0,05(x + p)
AL 18 Fie propozitiile p si q. Sa se precizeze in cate cazuri din cele pre-

zentate in urmatoarele tabele de adevar se poate trage concluzia ca propozitia
q este adevarata:
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plp—q plpve plda—=Db pli—op plpVa
1] 1 0] 1 1] 1 0] 1 1] 1
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5
AL 19 Care dintre urmatoarele variante reprezinta negatia afirmatiei

"We>0,Im>0VreD:|x—xo| <n=|f(z)=1<e??

a)Ve>0,An>0Vz € D: |z —xo| <n=|f(z)-1Il<e
b) Ae >0, An>0Vr € D: |z —xo| <n=|f(x)—=1] <e
c)Ve>0,In>0,VreD: |z —xo| <n=|f(x)=1]>¢
d)Je>0,Yn>0,3x€D:|z—ao| >nsi|flz)=1>¢

)
)

AL 20

)
Ve>0,39n>0,Ve € D: |x — x| <n=|f(x)

pP—q

—l>e

f)de>0,Vn>0,F3x € D:|x—xo| <nsil|f(z)—1I]>¢

A demonstra prin contrapozitie afirmatia

inseamna a demonstra ca este adevarata implicatia

q—p

Care dintre enunturile de mai jos trebuie argumentat pentru a demonstra prin

contrapozitie proprietatea

"VmeM, YneN, pim,n)Aqim,n) — r(mmn)” 7

a) VmeM, VneN,
b) dme M, dne N,
dmeM, 3neN,
VmeM, dn € N,
VmeM, VneN,
f) 3meM, ¥YneN,

)
o)
)

)

e

=)
3

=
—

=

=3I
—~

il
—~

=
—~

E

(

S 3 T O3

)

n)

3

3

S

3

3

)
)
)
)

)

LbLL Ly

n) vV q(m,n)
n) Vv q(m,n)
n) A q(m,n)
n) Vv q(m,n)
n) Aq(m,n)
n) Vv q(m,n)
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AL 21 Despre multimile A, B,C, D, E se stie ca: toate elementele lui A
sunt gi in B, toate elementele lui B sunt si in C', exista elemente ale lui C' care
nu sunt in B, toate elementele lui D sunt si in C', dar nu toate elementele din C'
sunt In D, nu exista elemente comune multimilor A si D, exista elemente care
apartin atat lui B, cat si lui D, unele elemente ale lui F sunt si elemente ale
lui D, dar nu sunt elemente ale lui B. Care din urmatoarele afirmatii rezulta
din ipotezele anterioare?

a) exista elemente ale lui £ care apartin lui A

b) multimea F este inclusa in multimea B

¢) toate elementele lui £ apartin si lui C

d) exista elemente ale lui B care sunt i in A §i in F
unele elemente ale lui £ sunt elemente ale lui C'

e

)
f) multimile C' gi F nu au elemente comune

AL 22 Si se calculeze expresia E = xf — z3, stiind c& z; §i o, cu x1 > o,
sunt solutiile ecuatiei 22 — ax — a® = 0, unde a € (0, ).

a) E =3a*V/5 b) E =ad? ¢) E = 3a*V/5
d) E =a*V/5 e) E =4a® f) E = 3a*

AL 23 Fie ecuatia
ar’* — (a+ 1)z +a*=0, a € R*
cu solutiile 7 si x9. Sa se determine o relatie independenta de a intre x; si .
a) (v1 + x2)71702 = 1+ 2179 b) (z1+ z2)T129 = 1 — 2179

¢) 1 — T =2+ 3120 d) 2129 = 1+ 21 + 22

e) (xy — wo)w1m9 = 3 + 1172 f) 22 + 25 = 1+ 2179
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AL 24 Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului real nenul a
stiind ca inecuatia

ar?* —(a+ 1)z +1>0
este verificata pentru orice x € R.
a) (—oo,1] b) [1, 4+00) c) {1}
d) (0,1] e) R £) 0

AL 25 Fie multimile
A={z eR2? - (a+2)x+2a=0}si B={z € Rl2? — (2a+ 1)z + 2a = 0}.

Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului real a, stiind ca ANB
are un singur element.

a) (—oo,1] b) {0} c) {0,1} d) {1} e) R £) 0

AL 26 Fie a € R gi multimile
A={z eRj2? - (a+2)x+2a <0} si B={z € Rla? — (2a+ 1)z + 2a = 0}.

Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului a, stiind ca intersectia
AN B are exact doua elemente.

a) {1} b) {0} c) {0,1}
Q) [0, ﬂ ¢) 0 f) [0, %) U (%1}

AL 27 Se considera un patrat de arie S;. Mijloacele laturilor acestui patrat
sunt varfurile unui alt patrat, a carui arie o notam cu Ss. In acelasi mod,
construim succesiv un sir de patrate ale caror arii le notam cu (S,),>1 (la
fiecare pas construim patratul de arie S, ca fiind patratul care are drept varfuri
mijloacele laturilor patratului precedent, cel de arie S,,_1). Sa se determine cel
mai mare numar natural nenul n pentru care 2017S,, > S;.

a) 1 b) 10 «¢) 11 d) 2016 ¢) 2017 f) 2018

AL 28 Discriminantul unei ecuatii de gradul II cu coeficienti intregi nu poate

fi
a) —2015  b) —2016  ¢) 112 d) 2016  ¢) 2017  f) 2018



90 CULEGERE DE PROBLEME

AL 29 Cate dintre submultimile lui {1,2,3,...,10} contin exact un numar
impar?
a) b b) 16 c) 32 d) 64 e) 37 f) 160

AL 30 Cate dintre submultimile lui {1,2,...,10} au produsul elementelor
divizibil cu 107

a) 512 b) 100 c) 1024
d) 45 e) 752 f) 256

AL 31 Seformeaza un numar alaturand, unul dupa altul, patratele numerelor
naturale diferite de zero, consecutive: 149162536... Sa se determine in acest
numar cifra agezata pe pozitia 99.

a) 2 b) 1 c)4 d) 0 e) 7 )3

5

AL 32 Fie C = {0,1,...,9} multimea cifrelor gi S, multimea stringurilor
binare formate din k biti, adica

Sk:{blbgbk bZG{O,l},Z:L_k’},k’EN*

Sa se calculeze cate functii h: S1 U Sy U -+ U Sy — {c1cac3 1 ¢1, 09,3 € C} se
pot defini.

a) 1000510 b) 900%! c) 5121000
d) 1000%6 e) 2561000 f) 2562

AL 33 Sa se determine valoarea minima a expresiei

2x + 5% + 823

pentru x > 0.
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AL 34 Fie a, b, c numere reale nenule. Sa se determine solutiile ecuatiei

ax’ +br+c=0.
2c 2c

b
—b4+Vb? — 4dac ) —b £ V/b?% + 4ac
b+ Vb? — 4ac —b 4+ Vb?% + 4ac

a)

c) d)
2a 2a
b+ Vb? —4ac . ,
e) -~ — M — f) niciuna dintre acestea
a

AL 35 Cate triplete (a,b,c) de numere intregi verifica inecuatia
(a—=1)(a—=3)+b=5)b—=T)+(c—9)(c—11) <07

a) 0 b) 1 c) 6 d) 12 e) 18 £) 19

AL 36 Sa se formeze ecuatia de gradul al doilea cu radacinile

3 3
T Ty

2 .
1= 35 Y2 = —3,
Ty )

stiind c& x; si x5 sunt solutiile ecuatiei 22 + 2 —a = 0, a € R*.

5a% 4+ 1 1
8y + =0 b)y*——y—a=0
a a
5a% + 5 1
c)y!+a=0 d)y2+ﬂ—2a+y—a:0
e)y?—a=0 f) y>?—2a+3=0

AL 37 Sa se determine multimea solutiilor reale ale ecuatiei

-5

unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului real a.
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a) {%,neN*} b) U [kk—l—ﬂ ¢) {n2n €N\ {1}}
d) {1} e) [0,1] £) (0,1)

AL 38 Sa se calculeze suma solutiilor ecuatiei

5+6x_15x—7
8 5

19 20 14 13 10

a)1—5 b)1—5 C)E d)1 e)1—5 f)1—5

AL 39 Sa se calculeze media aritmetica a solutiilor ecuatiei

[z] + [22] + [3z] = 4x.

AL 40 Sa se determine multimea solutiilor ecuatiei

[a]®> — (2a — 1)[a] + 3a = 0.

SIS e o {31 ) 0.5)

d) {—3,-2,0,4,5} e) (—1 \{ } f) {0,4}

AL 41 Fien € N. Sa se determine ordinea crescatoare a numerelor

a=vn+vn+5, b=vn+1l+vVn+4, c=vn+2+vVn+3.

a) a,b,c b) a,c,b  ¢) b,a,c d) b,c,a  e)c,a,b ) ¢,b,a
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AL 42 Se considera sirul de numere rationale pozitive

1213214321

171727172737172°3747

o . . . . . . 2016
Sa se determine al catelea termen al sirului este numarul 2005
a) 8120450 b) 8118435 c) 2015
d) 2016 e) 8000111 f) 8000

AL 43 O particula se migca in sistemul cartezian de coordonate dupa urmatoa-
rea schema: porneste din origine, dupa primul pas se misca o unitate la
dreapta, la cel de-al doilea pas se muta 2 unitati in sus, la al treilea pas 3
unitati la stanga, la al patrulea pas 4 unitati in jos, la al cincilea 5 unitati la
dreapta, etc. In ce punct se va afla particula dupa 2022 de pasi?

a) (1011,1012) b) (1021, 1020) ¢) (1020, 1020)
d) (1001, —1020) ¢) (1004, 1005) f) (1010,1011)

AL 44 Care este numarul maxim de regiuni in care 2022 drepte coplanare
pot imparti planul?

20222 4+ 2022 + 2 20222 + 4 - 2022
a) b)
2 3
220222 — 2022 +6 3-20222 — 3-2022 + 10
c) 3 d) 1
e) 320222 4+ 8 f) 3-2022%2 —-9-2022 + 14
5 2

AL 45 §irul (x,),>1 verifica relatiile
r1=3, xo=-1, T, Tp o+Tp1=2 n>3.

Sa se calculeze x1 + T2 + ... 4+ Tog16-
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a) 0 b) 1 ¢) 671 d) 672 e) 2016  f) 2017

AL 46 Fie n un numar natural nenul. Sa se calculeze suma

1 1 1
+ + ...+ .
2W1+1V2  3v2+2V3 (n+1)yn+nyn+1
1 1 1
a)l— b) — c) 1+
) Vn+1 ) Vn ) vn+1
1 1 1
d1—-— 1—— f
) vn °) n ) n+1
AL 47 Intr-un Sir a1, as ... , fiecare termen, incepand cu al doilea, se obtine

marind cu 1 opusul termenului precedent. Daca a; = 2, sa se determine suma
primilor 99 de termeni.

a) 49 b) 50 ¢) 51 d) 99 e) 101 f) 98

AL 48 Fieay,...,a,,... termenii unei progresii aritmetice de ratie r. Stiind ca
as1 = 20 si a19; = 60, sa se determine r si formula termenului a,, ;.

1
a)r=—, a1 =n—1 b)r=1,an+1:10+2
4 2
1 n 1 n
C)T:§,Gn+1=10+§ d)T:—EaanH:l"'E
1 n n
e)T:§7Gn+1:1+Z f)T‘Zl,an_H:lO—Fg

AL 49 Un muncitor taie o scandura cu lungimea de 4 m in 10 bucati, fiecare
bucata fiind cu 6 cm mai lunga decat precedenta. Ce lungime are cea mai
scurta bucata?

a)10em  b)llem c¢)12em  d)13em  e) ldem  f) 15 em
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AL 50 O racheta este lansata in plan vertical gi parcurge in prima secunda
150 m. In fiecare din urméitoarele secunde parcurge cu 10 m mai putin ca in
secunda precedenta. Care este inaltimea maxima la care ajunge racheta? Cat
dureaza pana ajunge la inaltimea maxima?

a) hmaz = 1200 m, t =15 s b) hpmae = 1000 m, t =10 s
) hmaz = 1500 m, t =20 s d) ez = 2000 m, t =25 s
e) Nimaz =800 m, t =7 s ) hinae = 1800 m, t =22 s

AL 51 Fie S,, si S, suma primilor m si respectiv n termeni ai unei progresii
aritmetice (m # n) cu primul termen nenul. Stiind ca

Sm _m?
S, n?2’
o . A
sa se determine — .
anp,
2m — 1 2m +1 m
b e
R ) on i1 )
m—1 2m — 3 m—+1
d f
) T R w— )T

AL 52 Sa se determine multimea tuturor valorilor lui x € R, stiind ca nu-
merele 9% — 1, 6%, 4% + 1 sunt in progresie aritmetica in aceasta ordine.

a) {1} b) {2} c) {5} d) {0} e) 0 f) {=2}

AL 53 Sa se determine multimea tuturor valorilor lui x € R stiind ca
numerele 9% — 1, 67, 4 + 1 sunt in progresie geometrica in aceasta ordine.

D3 We 9 a@ 90 n{g)
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AL 54 Fie n un numar natural mai mare decat 3. Sa se calculeze suma

2—1—22—1—222—1—...—0—22..;2.

2 /10" — 10 2 0"Jrl
a) = | —— —n — —n—l

9 9 8

1 /20" —20 107t — 10
¢)=({———n d) 2 -n

9 9 9

1 /10" —10 2 /10"t —10

| — - f)y — | ——M8 — — 1
e)g( 5 n) ) 1( 5 n -+ )

AL 55 O persoana trimite un e-mail la trei persoane si le cere sa continue,
dupa o saptamana, sa trimita fiecare la alte trei persoane acelasi e-mail. Cate
e-mailuri circula in total in primele 10 saptamani daca nu se intrerupe lantul?

a) 88572
d) 88573

b) 59049
e) 9841

c) 29524
f) 31

AL 56 O minge cade de la 1,5 m inaltime, se loveste de pamant si sare din
nou 1,35 m. Cand cade din nou, urca doar 1,215 m, si asa mai departe.
inélgimﬂe formeaza o progresie geometrica. Care este inaltimea la care sare
mingea a 6-a oara?

a) 1,5-(0,9)° b) 0,9 (1,5)° c) 1,5-(0,9)°

d) 15[1 — (0,9)7] e) 0 f) 15[1 + (0,9)°]

AL 57 Populatia de amoebe dintr-o colonie se dubleaza dupa fiecare doua
zile. Daca acum sase zile erau 200 de amoebe, cate vor fi peste patru zile?

a) 1600 b) 3200 c) 6400

d) 12800 e) 800 f) 25600
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AL 58 Populatia unui tip de bacterie se tripleaza la fiecare 10 minute. Daca
acum 20 de minute populatia numara 100 de bacterii, peste cate minute din
acest moment populatia va atinge 24300 de bacterii?

a) 10 min b) 15 min c) 20 min
d) 25 min e) 30 min f) 35 min
AL 59 Fie by,bo,...,b,, ..., 0 progresie geometrica cu termeni nenuli si ratie

q # 1. Stiind ca by = 1 si 2b,41 — b, — b,—1 = 0 pentru orice n > 2, sa se
determine ¢ i suma S,, a primilor n termeni ai progresiei.

dibs 3 (D)) mebeed(e ()

AL 60 Fie progresia geometrica by, b, ..., by,, ..., de ratie ¢ si termeni strict
pozitivi. Sa se calculeze suma

by +by by + b3 b1+ by n>9
by+bs by+by T by+byir -
2n n n n—1 n—1 n+ 2
a) — b) — C d e f
)q )q )q+1 )q+1 ) q ) q

AL 61 Fie progresia geometrica by, bs, ..., b, ..., de ratie ¢ # +1 si termeni

nenuli. Sa se calculeze raportul R unde

1 1 1
S=b+b+..4+by §i P=—5+—5+..+5—
bl b2 bn+1

W) B D) BT Qb )bt o) B 1) bt
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AL 62 O parabold y = az?®+ bz + ¢ are varful in punctul de coordonate (4, 2)
si trece prin punctul (2,0). Sa se calculeze produsul abe.

a) =12 b) —6 ¢) 0 d) 1 e) 6 f) 12

AL 63 Sa se determine functia de gradul intai, stiind ca graficul sau taie axa
Oz in x = /3 si trece prin punctul B(2v/3,2).

AL 64 In cite puncte taie axa Ox graficul functiei f: R — R,

x—1, daca x <0
f(z)= .
—2r—3, dacax>07
a) 2 b) 1 c)0 d) 3 e) b f) 4

AL 65 Fie functia f : R — R, f(z) = 22 —2maz +2m*> + m + 1, m € R,
al carei grafic este parabola (P). Sa se determine multimea tuturor valorilor
parametrului m pentru care parabola (P) are varful situat in semiplanul y > 0.

a) [0,400) B {01}  OR A0 e {-1} ) (—00,0]

AL 66 Si se determine functia f : R — R, f(x) = ax? + bx + ¢, unde
a,b,c € R, gtiind ca graficul sau trece prin punctul A(0,1) si este tangent axei
Oz in punctul B(1,0).

a) 22 — 3z + 1 b) =222+ +1 c) 3x? —4dr + 1

d) 2 — 2z +1 e) nu exista f) —4a2? + 3z +1
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AL 67 Intr-un recipient, presiunea variazi in intervalul [0,10] dupa legea

p(t) = th — Et + 7 (presiunea masurata in Bar, iar timpul in minute).
Dupa cate minute presiunea este minima?

a) 4,5 b) 6,0625 ¢) 0 d) 1 e) 9 f) 6,5

AL 68 Fie functia f : R — R,

a:2+$+a

poaE a € R.

fz) =

Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului a, stiind ca imaginea
functiei f este un interval de lungime 1.

a) [0, 4+00) b) (0,1) c) {2} d) 0 e) {1} f) (—o0,0]

AL 69 Fie functia f : [-1,3] — R, f(z) = —2® + 4z + 1. S& se determine
valoarea minima m si maxima M a functiei f.

a)m=0,M=1 b)ym=—-4, M =5 c)m=—4, M =4
d)meld, M=5 e)m=—-4,M=1 fym=—-4, M = +o0

AL 70 Fie functiile f,g: R — R,
fx)=—2>—(a—2)xz+2a si g(x) =2+ (b+ 1)z +0.

Sa se determine parametrii reali a si b, stiind ca graficele functiilor f si g se
intersecteaza in doua puncte distincte situate pe axa Ox.

a)a=0,b=-2 b)a=1b= -2 ) nu exista
d)a=0,b=1 e)a=1b=2 fla=-1,b=-2
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AL 71 Fie functia f : R\ {1, 1} — R,

r—1
flw) = x+1°
Sa se determine f(—z), pentru orice x € R\ {—1, 1}.
1 1 1

AL 72 Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului m € R astfel
incat functia f: R — R,

2x — 6, x € (—00,2)
f@)=<¢ (m—1)z, xe€l2,4)
T+ 8, x € [4,00),

sa fie strict monotona pe R.

a) [1,2)  b)[0,3] ¢ (L4 d)[0,2] ¢ [0,1]  f)[l,00)

AL 73 Fie functiile f,¢g: R — R,
f@)=2"—2z s g(z)=3x—1.
Sa se determine functia compusa (f o g)(z), pentru orice x € R.

a) 922 — 9r + 2 b) 3z (2 — ) ¢) Bz —17—=z
d) 2 +2x — 1 e) 3z — 3z f) 2> —z

AL 74 Fie functiile f,g: R — R,

f(x) =

r—1, daca x<0
si g(z)=o-—2.

20 — 3, daca x>0

Sa se determine (f o g) (x), pentru orice z € R.
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B r—3, x<0 L B T, v <2
W (en@=y, ooy DUed@=q, o,

f r-3,e<2 4 B T, T < —2
VoD@ =), 1 sy DUO@=9, o o,

- z, <0 . B x+3, <0
) (fon@ =1, AL P

AL 75 Sa se determine toate functiile f,g: R — R de forma
flx)=ax+1 ¢ g(z)=x+0b, a,beR,

stiind ca fog=go f.

a) f(zr)=2+1,g(x)=x b) f(z)=ax+1,9(x)=x

c) fx)=x+1,9(x)=2+0 d) f(z)=arx+1,g(x)=x+1
e) f(r)=ar+1l,g(x)=zsau f(z)=xz+1,g(x)=x+b

Y fz)=x+1g(x)=zxsif(z)=x+1,g(x)=2—1

AL 76 O particula se misca in sistemul de coordonate zOy dupa urmatoarea
regula: la fiecare pas, din punctul de coordonate (z,y) particula se muta in
punctul de coordonate (z + y, —x). Daca particula pleaca din punctul (1,1),
unde se va afla dupa 2022 pasi?

a) (1,1) b) (1,0) ¢) (0,0)

d) (0,-1) e) (—1,1) f) (2,-1)

AL 77 Daca numerele reale z si y satisfac relatia |z + y| + |z — y| = 2, sd se
determine valoarea maximi a expresiei z2 — 6z + 3.

a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) 8 )9
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AL 78 Cate perechi (z,y) de numere intregi satisfac inecuatia
|z + |y| < 107

a) 181 b) 180 ¢) 90 d) 91 ¢) 101 f)4-181

AL 79 Fie M = {(x1,11), (z2,¥2), ...} multimea solutiilor sistemului

1 1
4+ 2=1
x Yy
1 1
Sa se calculeze
>

(z,y)eM

1 1 2

6 b) = - d) = 1 f) 2
) S RS )

AL 80 Sa se determine valoarea parametrului nenul a pentru care sistemul
de ecuatii

y
T +y=2a
are o singura solutie.
a) —2 b) 2 c) 4 d) 3 e) —1 f) —6

AL 81 Sa se gaseasca toate valorile reale ale lui x gi y stiind ca v +y = 2 i
3+ =2

a)r=y=1 b)z=2y=0 Ar=14+v2,y=1-+2
d)x=0,y=2 e)rx=4,y=-2 e =3 y=-1
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AL 82 Fie multimea

M:{xGR:mzl, Nao+ vV =1+ 201\7/1‘—\/1'2—1:2}.

Sa se determine Y x?.
zeM

a) 1 b) 4 c)9 d) 13 e) 20 f) 2

AL 83 Sa se determine valorile intregi pe care le poate lua numarul b astfel
incat

2002
10-°

sa apartina intervalului [1, 100].

2) {0,1) b) {-2,~1} o) {-3,-2)

AL 84 Si se rezolve ecuatia 23" = 3%°.

a) —1 b) 0 c) 1
In(ln3) — In(In 2)

d) In3 —1n2 e) In(In3) — In(In 2) f) 3 no

AL 85 §Sa se rezolve ecuatia 6% — 37% = /27 — 9-=,

) 0 2In2 b) 0 In3 ) 1 In2
Y1 m2+2m3 "2+ 13 Y1 " 2m2+m3

lg 3 lg 2 lg 3
d) 17 S e) Oag— f) Oag—
1+4+1g2 lg2+21g3 142l1g2
: b : l—a—-0b . :
AL 86 Fie 60* =3, 60° =5 gi c = ———— . Sa se determine 12°.

2-2b
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a) V3 b) 2 ¢) V5 d) 3 e) 2V/3 f) 4

AL 87 Si se gaseasca produsul tuturor solutiilor reale ale ecuatiei 2'°%2% = 16.

a) 1 b) 2 c) 4 d) 8 e) 16 f) 32

AL 88 Fie a si b numere reale strict pozitive care satisfac relatiile a® = b si
b = 9a. Sa se determine valoarea lui a.

a)1/9  b)3 OVI YD )9 f) V3

AL 89 Numerele reale strict pozitive x gi y verifica relatiile
logy x = loggy = logg(z + y).

Sa se determine raportul L
x

(VE+1)  f)logy2

=~ ©
N | —

b) s (VE-1)  log3 )

N | W

a) e)

AL 90 Fie z > 10. Cate cifre are solutia ecuatiei lg(lg(lgz)) =17

a) 1 b) 10 ¢) 1000 d) 1010 e) 100 +1  f) 10"

AL 91 Si se determine numéarul solutiilor ecuatiei 3*+1 4+ 100 = 7271

a) 1 b) 0 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AL 92 Fiea >0,a# 1gin> 2 Sase calculeze

1 1 1
+ + ...+ .
logo,a  logga log, a
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1
a) log, n! b) log, n c) g . a
1 n(n+ 1)
d log, ———= f) 1
) log, " e) log, — ) log,, a
AL 93 §Sa se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia
log, (z* — 2 +2) > 2log, (z +1).
1 1
a) x € 5,1 b) xz € O’§ c) z € (1,00)
1 1
d)xe(g,l} e) z € (0,1) f).iIZE(g,OO)

AL 94 Daca a,b,c € (0,00) \ {1}, be # 1 si notam = = log, a, y = log, a,
atunci log;. a este egal cu:

1 1 r+y f) xy

@) Tty b) zy C):c—l—y Ty Ty r+y

AL 95 Fiea,b,ce€ (0,00)\ {1} si z,y, 2z € R astfel incat

a® = bc
bY = ca
¢ = ab.
Sa se calculeze zyz —z —y — 2.
a) abc b) 2
c)0 d) (a—=0b)(b—c)(c—a)

e)a+b+c f) 1
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AL 96 Cate numere naturale n > 1 au proprietatea ca log, 1024 este numar

intreg?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AL 97 In ce interval se afli solutia strict pozitiva a ecuatiei

1
(2 + 9)log: (2 +9) — " 16z 7

a) (2,3 b) (0,1) U (1, g} ¢) (1,6)

d) (~1,0) e) [-1,1] £) (1,2)

AL 98 Sa se rezolve inecuatia

log: (o +22+2) > logy (20 +3)
a) € [~1, 400) b) x € (—oo, —g} U [~1, 4+50)
O xe (—oo, —g} U [—g +oo> d) el
o)z e {——, +oo) f) 2 € (—00,0]

AL 99 Sa se determine multimea

{zeR|(2V3+4)" —3(V3+1)"+2<0}

In2
a) () b) R c) (0, —ln(\/§+ 1))
d) (0, +00) e) (0,1) f) <1n(\1;TZ+1)’+°O>
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AL 100 Fie numerele reale x1,xs, ..., x,, astfel incat xy, z, ..., x, € (0,1) sau
T, X2, ..., Ty € (1,400). S se determine valoarea minima a expresiei

E =log, (z122...2,) + log,, (2122...25) + ... +l0g, (2122...25) .

a) 1 b) n(n —1) c)n d) n? e) n? )0

AL 101 Fie e baza logaritmului natural si x1, o solutiile ecuatiei

(\/3+2\/§>$+e3 (\/3—2\/§>x —ele+1) =0,

o . T
unde x; > x9. Sa se determine raportul — .
T2

a) e(e+1) b) e c) 1 d) e e) 2 f) nu exista

AL 102 Fie functia f: R — R

—r -2,z < —1
-}

mx —3, x> —1.

Sa se determine valoarea parametrului real m pentru care f este bijectiva si
sa se determine in acest caz functia ei inversa.

—2—y, y>-—1
a)m=2, [ RSR, [y =4 ,_3
— —1
2 ) —
—2—-y, y>-1
bym=-=2,f1:R=R, fi(y)={ —y—3
3 y__l
2
—2-y, y=-1
gm=2,fR=R, fHy) =4 —y—
, y<—1
2
—2-y, y>-1
d)m=-2 1 R=R, fli(y) = —y+3 )
y__
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—2-y, y>-1

)m=-3 T R-R [y =] _y_3
; yg_l

2
2+, y>—1

fym=—-1, " R=R, f'y) =9 —y—3
) y—_l

2

AL 103 Fie ecuatia /1 — z++/x + 8 = 3. Sa se determine suma modulelor
solutiilor reale ale ecuatiei.

a) 36 b) 0 c) 7 d) 28 e) 1 f) 3

AL 104 Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului a € R,
stiind ca ecuatia

vt —622+9—3avVr2 —3+2a2=0

are patru solutii reale distincte.

) (-?Nﬁ) b) [~ /3, +00) ¢) (—?—ﬁ)
d) (1,2] e) (_*/75 )U(O,+oo) £) (0,1]

AL 105 Sa se calculeze

V7 +5V241/7—5V2.
p d) —2

a) 1 b) —1 c) ) — e)b f) —4

AL 106 Sa se determine multimea tuturor valorilor lui x astfel incat se poate

2
calcula CF, ™19,
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a) {2,3,4,5} b) {1,2,3,4,5} ¢) {0,1,2,3,4,5}
d) N ¢) R f) Z

AL 107 Sa se calculeze suma
1-1'+2-21+...4100-100!.

a) (1011)2 b) (100!)2 ¢) 101!
d) 101! — 1 e) 200! + 1 £) 200! — 1

100 [ i
AL 108 Sa se calculeze suma <Z j).
—\ =

=1

2050

ol
d) 206040 e) 2550 H>

AL 109 Fie sirul (z,),., cu termenul general

xn:(1—%)-(1—%)-...(1—%“), ne N\ {1},

1 2
Sa se determine multimea {n e N*\ {1} ) 5 <z, < g} :

a) 3,4} b) {5,6,7} ¢) {2,3,4}
d) 0 e) {2,3,4,5,6} f) {2,4,6}

AL 110 Un paianjen trebuie sa incalte cate o soseta si un pantof pe fiecare
din cele 8 picioare ale sale. In cate ordini posibile poate el incalta cele 16
articole stiind ca, pe fiecare picior, el trebuie sa ia goseta inainte de a lua
pantoful?
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110
8! b) 28 . 8! 81)2 d 16! 16! ) 64!
a) 8 ) 2881 ¢) (8! ) o5 e) 16! ) 64!
AL 111 S3a se calculeze
021017 : 03017 Tt 02281177 .
C'22017 : C'51017 IR 2281176

2017 - 201
a)l b)2  ¢)2017  d) w ) 2016  f) 2018

AL 112 Sa se calculeze suma
Ca + Cy + C5 + C§ + .

a) 420 b) 446 c) 456 d) 492 e) 360 f) 968

AL 113 Fie

100

Sa se precizeze care din urmatoarele afirmatii este adevarata.

b) A € (10°,109) ¢) 3|4

a) A este prim
e) A = 10000 £) A =100 - 2%

d) 74

AL 114 Cate numere de 10 cifre contin 4 cifre de 3 si 6 cifre de 77

a) 24 b) 120 c) 210 d) 240 e) 256 f) 720

AL 115 Cate din submultimile de trei elemente ale multimii {1,2,...,15}
au suma elementelor divizibila cu 37

a) 30 b) 90 c) 125 d) 155 e) 455 f) 910
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AL 116 Care este cel mai mare factor prim de doud cifre al numarului C3507?

AL 117 Sase determine suma numerelor de 5 cifre distincte formate cu cifrele
1,2,3,4,5.

a) 33333 - 5 b) 33333 - 5° ¢) 33333 - 54
d) 33333 - 6! e) 66666 - 5! f) 66666 - 5°

AL 118 Cate triplete (z,y, z) de numere naturale verifica ecuatia
r+y+z2=107

a) 66 b) 60 c) 72 d) 120 e) 144 f) o infinitate

AL 119 Sa se determine cate numere de 6 cifre au toate cifrele pare.

a) 4-5° b) 4 - 5 c) 5° d) 5° e) 4-5° f) (4-5)°

AL 120 Intr-o clasi sunt 15 elevi, dintre care 8 sunt fete si 7 baieti. In céte
moduri se poate forma o grupa de 2 fete si 2 baieti pentru a participa la un
concurs?

a) 28 D) 588 ¢) CiCH d) 858 ) AT.AS. ) C2 4 C2

AL 121 Alfabetul unui limbaj este format din literele A, B, E, L, R, T, aceasta
fiind si ordinea lor alfabetica. Dictionarul acestui limbaj contine doar cuvinte
de 6 litere, fiecare litera din alfabet fiind luata o singura data in oricare cuvant.
Daca asezarea in dictionar se face tinand cont de ordinea alfabetica a cuvinte-
lor, atunci cuvantul aflat pe pozitia 538 in acest dictionar este:

a) REBLT A b) LERBAT ¢) TBERLA
d) RABLET e) TRABLE f) ALBERT
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AL 122 Un tren este format din 5 vagoane notate cu literele A, B, C, D, E.
In cate moduri pot fi agezate aceste vagoane astfel incat vagonul A sa se afle
mereu Inaintea vagonului B?

AL 123 Un examen de matematica are doua parti. Partea A contine 5
probleme, iar partea B contine 4 probleme. Fiecare student trebuie sa rezolve
in total 5 probleme, dintre care cel putin doua trebuie sa fie din partea A si
cel putin 2 din partea B a examenului. Sa se determine numarul de moduri
diferite in care se pot alege cele 5 probleme pentru rezolvare.

a) 100 b) 60 c) 40 d) 224 €) 2400  f) 120

AL 124 Cinci prietene isi fac una alteia cadouri astfel incat fiecare din ele
ofera un cadou si primeste un cadou (desigur, niciuna nu primesgte propriul
cadou). In cate moduri diferite igi pot oferi cadouri?

a) 44 b) 10 )5 d) 120 e) 70 f) 20

AL 125 Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului natural n
care satisfac inegalitatea

200 A2, > (C3,)°.

a) {2,3,4} b) {1,2,3,4} c)
d) {2} e) [2,400) f) {2,3,4,5}

AL 126 Cati termeni rationali contine dezvoltarea (\3/4_1 — \‘7§) %9

a) 10 b) 8 ¢) 0 d) 44 e) 15 £) 9
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AL 127 Fie x > 0. Cati termeni din dezvoltarea
2 n
S
3x
nu-1 contin pe z, stiind ca suma coeficientilor binomiali ai dezvoltarii este 10247

a) 4 b) 1 c)0 d) 9 e) 3 f) 6

AL 128 Si se determine coeficientul lui z* din dezvoltarea (1 + 5z + 423)1°.

AL 129 Fie binomul

3 31"
<2\/ﬁ—x\4/§) , > 0.

Stiind ca termenul Ti3 este de forma c;z, sa se determine termenul 7} din

dezvoltarea binomului care este de forma coz =22, unde ¢; si ¢y sunt dous cons-
tante reale ce nu depind de .

a) Toy b) T c) Tos d) Tos e) Tog f) nu exista

AL 130 Sa se determine coeficientul termenului z3y® din dezvoltarea expre-
siel (z + 2y + 3)%.

a) 5040 b) 560 c) 2016 d) 40320 e) 37 f) 65536

AL 131 Sa se determine multimea tuturor valorilor lui  pentru care al pa-
trulea termen al dezvoltarii (5 + 2z)'® este cel mai mare.

a) (;—g,%) b) (0,1) c) (1,3)

3 (53) ) (2,2 0 (-1,1)
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AL 132 85a se determine multimea tuturor valorilor parametrului real a astfel
incat intre solutiile complexe 2 si 29 ale ecuatiei 22 + (2a — 1)z +3a—1=0
sa aiba loc relatia

2129 S 1
21+ 29
) {Oﬂ b) (0, 1] &) [~1,1]
d) (1, 00) e) (—oo, 1) ) (2,3)

AL 133 Sa se determine suma modulelor solutiilor ecuatiei
22— (6—i)z+5—i=0.

a)2++v6  b)1 ¢)v6  d)2v6 e) 2 f) 14+ /26.

AL 134 Sa se determine suma modulelor solutiilor ecuatiei
5 -92348=0.

a) 3 b) 9 c) 2 d) 6 e) 8 f)y 7

AL 135 Sa se calculeze

i-g2 g3 2012

P2 4 208

a) 2013 b) 2013: c) i d) -1 e) —i f)1
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AL 136 Se considera numerele complexe z si w astfel incat
|z| = |w| = V1006 si |z +w|=+v2013.

Sa se determine valoarea lui |z — w|.

a)l  b)v2012 ¢)0  d) V1006 ) V2011  f) /2013

AL 137 Fie multimea A = {z € C,|2|*+ 2z = 1+ i} ¢i n > 1 un numar
natural. S& se determine multimea {2*", 2z € A}.

a) {(-4)"} b) {(=4)"} c) {1, (=4)"}
d) 0 e) {i =1)"} £) {G(@ = 1)}

1\?
AL 138 Stiind ca 2?2 — 2z + 1 = 0, sa se determine <22 + —) .

)
2m
a) 2 b) —1 c) 0 d) cos —- e) 1 f) —2
AL 139 Numarul complex z satisface conditiile |z —i| = |z — 1| = |z +5]. Sa

se determine |z|.

a) V3 b) 2 ¢) V5 d) 3 e) 2v/2 f) 4

AL 140 Se stie ca imaginea in plan a unui numar complex z = x + iy este
punctul P(z,y). Imaginile in plan a patru numere complexe sunt varfurile
unui patrat. Trei dintre numerele complexe sunt —1+ 24, —2 —2i si 3+4. Care
este cel de-al patrulea numar?

a) 3 —2i b) —2 + 3 ¢) 2 — 3i
d) —3+42i €) 2 — 2 £)3—3i
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AL 141 Fie numarul complex z care verifica ecuatia z + |z| = 2 + 8i. Sa se
determine |z|* .

a) 34 b) 68 c) 100 d) 169 e) 208 f) 289

AL 142 Numarul complex z are proprietatile |z +2| = [z —6(1+1i)| = 5. Sa
se determine |z|.

a) 1 b) V2 c) V5 d) V13 e) V17 f) 5

AL 143 Care este valoarea expresiei

a) —220 b2 c) 212 d) —212 o) 28 £) —28

AL 144 Se dau numerele complexe z; = —1 §i 20 = —2 + 7. Sa se determine
numerele complexe z cu proprietatile

|z — 21| = |2z — 22| = |21 — 22].

3£v3  1FV3 3£v3  1FV3

a) — +i b)— —i
2 2 2 2

3+ v3 1++/3 3+v3 1 3
c) — 2\/_4-@' 2\/_ d) — 4\/_+@' $4\/—

3£4v2  1FV2 3+vV3  1FV3
e) — 5 +4 5 f) 5 +4 5

AL 145 Fie numerele complexe z si w. Sa se calculeze

1+ ]z wl?
FwtiPtlsmo1p"
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a) 1 b) 2 c) d) zZw + 2w e) Re(zw) f) Im(zw)

DO | —

AL 146 Fie multimea A= {2 € C| 2?2+ 2+ 1= 0}. Stiind cd z € A, s se
calculeze

le+210+zg+28+27+zﬁ+23_4
22013+2 ’

AL 147 Sa se determine suma solutiilor ecuatiei

z—i\° z—i\? 2 —i
( ) +< ) + -+1=0.
zZ 41 zZ+1 Z+1

a) i b) 1 c) —i d) -1 e)0 f) 2i

AL 148 Se considera numerele complexe zy, 29, 23 care indeplinesc conditiile
_ _ _ Co2 2 2
21| = |22| = |z3] =1, 21+ 20+237#0 si 27 +25+25=0.
Sa se determine |2y + 25 + 23].

a) 1 b) 0 c)4 d) 8 e) 2 f) 6

AL 149 Care este probabilitatea p, respectiv ¢, ca alegand una din solutiile
ecuatiei (z + 2) (z? — x — 1) = 0 aceasta sa fie reald, respectiv intreaga ?

1 1 1

a) p 3 )p=1¢ 3 c)p=q 3
1 9 1

)p=1,¢ e)p 3 4= 3 )p=yq 5

AL 150 Care este probabilitatea p, respectiv ¢, ca sa extragem un numar
impar, respectiv un cub perfect (adicd de forma n®,n € N*), dintre numerele
de la 11a 101 7
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 pm 50 4 b) p— 51 4 \pe 50 5
YP=901 97 101 P=701" 17 101 IP=701" 17 101
& 51 5 ) 50 3 f 49 3
= — = — e = — = — e — —_ —
P=701 17 101 P=701" 17 101 P= 700797 101
AL 151 Din multimea {1,2,3,...,10} se aleg aleator sase numere. Care este

probabilitatea ca al doilea cel mai mare numar ales sa fi fost 87

1
a)§

AL 152 Consideram un alfabet format din simbolurile , ©, % si f. Cate
cuvinte de lungime patru se pot forma in acest alfabet astfel incat fiecare
simbol sa apara o singura data?

a) 24 b) 256 c) 16 d) 1 e) 64 f) 32

AL 153 Amestecam un pachet de 52 de carti de joc si extragem simultan
doua carti la intamplare. Care este probabilitatea sa alegem doi asi de aceeasi
culoare?

1 1 1 A2 2 1
= - - 4 S £
Vs Pem Y5t Ym 9% )5 13

AL 154 Cate secvente binare (0 sau 1) de lungime 8 incep cu 1 sau se termina
cu 007

a) 1 b) 160 ¢) 32 d) 192 ¢) 128 f) 162

AL 155 Simona Halep si Serena Williams joaca finala Turneului Winbledon
dupa regula cel mai bun din 3 seturi. Se presupune ca cele doua jucatoare
au sanse egale de a castiga un set si ca rezultatul unui set este independent
de alte rezultate. Daca Simona Halep a castigat deja primul set, care este
probabilitatea ca ea sa castige finala?
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AL 156 Care este probabilitatea ca aruncand trei zaruri sa obtinem suma
punctelor 67

AL 157 Care este probabilitatea ca aruncand de doua ori succesiv doua za-
ruri, sa obtinem in ambele cazuri suma punctelor 77

AL 158 O sgesime din cantitatea de pizza vanduta de un restaurant este
cu branza, iar o cincime din restul celor vandute este cu pepperoni. Andrei
cumpara la intamplare o pizza. Care este probabilitatea ca aceasta sa fie cu
pepperoni?

AL 159 Andrei invita 12 prieteni la cina, din care jumatate sunt barbati.
Dintre prieteni, exact o femeie gi un barbat aduc cate un desert. Selectam la
intamplare o persoana dintre invitati. Care este probabilitatea ca aceasta sa
fie un barbat care nu a adus desert sau sa fie o femeie?

1 11 35 1

N M Og o ) o

1
3 36 12

AL 160 Intr-un magazin se gasesc la vanzare 10 calculatoare Asus, 5 Toshiba
si 5 Sony. Delegatul Companiei-client, nefiind specialist 1T, achizitioneaza la
intamplare 3 calculatoare. Care e probabilitatea ca acesta sa fi ales 2 calcula-
toare Asus si unul Sony?
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15 3 5 5 1 33
e i 2 2 - £ 22
2) 76 b) % °) 35 DRV °) 3 ) 3%

AL 161 Se arunca o moneda de 5 ori. Sa se determine probabilitatea sa se
obtina aceeasi fata de exact 2 ori?

3 1 5 1 4 1
e - e - = f) =
O O O S - S )
AL 162 Se considera matricele:
-1 -2 1 3
A=| 2 |, B=(3-1-2) s C=| 4 -5 —6
1 3 1 -1
Sa se calculeze A- B — C.
-1 0 1 1 0 1 -1 0 -1
a) 2 3 2 byl 2 -7 2 c) 2 3 2
0 -2 -1 0 2 1 0 -2 -1
1 0 -1 -5 0 -1 -5 0 -1
d)| 2 3 2 e) 2 3 2 f) 2 -7 3
0 -2 -1 0 -2 -1 0 -2 -1

AL 163 Se considera matricele:

(-1 [y 1 . B Y 6
A_(:c O)’ B_(2y y) §lc_(2x—|—4y 2y>'

Sa se determine z,y € R astfel incat zA + yB = C.
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AL 164 Sa se determine n € N* astfel incat:

i -1 1\ (Wmk k \ (1 1\]_/10-m10!  -35

p 0 1 1 Ink 01 N 10 10 —In10! J -
a) 10 b) e ¢) nu exista

d) 1 e) 2 £) 5

AL 165 Fie matricele:

A:(_11>, B:(_23 _11> C=(-212)

i functia f : My(R) — My(R), f(X) = X? —3X + I,. Si se determine
matricele B+ A-C si f(B).

o (7L 7)o (7L 4) (V)
(T () ()
e>(_42 —12 —34>’_QB f)(_f —12 —24>’_2<§—11>

AL 166 Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
P, : Daca A? se poate calcula, atunci A este o matrice patratica;
P, : Daca AB si BA se pot calcula, atunci A gi B sunt matrice patratice;
P : Daca AB si BA se pot calcula, atunci AB si BA sunt matrice patratice;

P, : Daca AB = B, atunci A este matricea identitate ?

a)P17P27P3 b)P27P3
C)Pl,PQ d)PhPS

e) Py, P, Py f) nici o afirmatie nu este corecta
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AL 167 Fie A si B doua matrice patratice. Care dintre urmatoarele matrice
sunt intotdeauna egale cu (A — B)? ?

M, = A% — B?

M, = (B — A)?

M = A% — 2AB + B?

M, = A(A— B)— B(A— B)
M = A> — AB — BA + B?

a) M27M45M5 b) M17M2>M3 C) M17M27M37M47M5
d) M27M3 e) M27M3aM5 f) M17M27M3aM4

AL 168 Sa se determine numarul matricelor din multimea

a—1 1 c x 1 y

M=M= b 0 b |M?*=100 0|, abeczyeN
c 1 a—1 y 1 =x

a) 0 b) 5 c) 1 d) 3 e) 4 f) 2

AL 169 TFiez € R}, y,z € R. Sa se determine z¥*, dacd matricile

1 z . 1 =z
a=(y1)ee=(0 1)

(A+ B)* = A> 4+ 2AB + B*.

verifica relatia
a) 4 b) c) 8 d) 2 e) e f) 1

1 a =21
0 -1 b 2

L (311
aa= ()

AL 170 Fie matricea A = (

a + b astfel Incat

) € My 4(R). Sa se determine
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a) —2 b) 8 c) 2 d) 3 e)b f) —1

AL 171 Fie matricea

Sa se calculeze

unde tr(X) reprezinta suma elementelor de pe diagonala principala a unei
matrice patratice X.

a) 0 b) 2018 ¢) 1+ 2017!
d) 2019! e) 1+ 2018! f) 1+ 2019!
AL 172 Fie

A:(; 2) si B:(i ?)eMz(Z)

astfel incat AB # Oy si BA = O,. Sa se determine multimea tuturor valorilor
pe care le poate lua suma elementelor matricei B.

a) {2k : keZ\{1}} b) N ¢) Z
d) z\ {1} o) Z\ {2} £) {2k : keZ)

AL 173 Daca X € My(Z), X = (245)i =12, este o matrice care comuta prin
inmultire cu orice matrice A € My(Z), atunci:

a) T11 = Tag, Ti2 = T3 =0 b) x11 = —%92, T12 + 291 =1

c) w1y =212 = 0, T9y = 39 € Z* d) an =z =00 =00 € Z*

e) T11 + T12 + Ty + Tgp = —1 f) 211 — 219 + 291 — T =1
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AL 174 Sa se determine matricea X care verifica relatia
—2 -4 2 —6
()= A
2 —1 3
a) [ —1 b)(0 0 0) (2 -3 1)
2 -3 2 2
d)(2 -1 3) e)(1 0) f)(l_l)

AL 175 Fie matricea
A 2018 2
L1009 1 /-

A+ A%+ A3+ .. 4 A8,

Sa se calculeze

) 20192018 +1 ) 20182016 + 1 20192018 -1
Y TTo018 2017 o018
2018%016 _ 1
2018A 1 -2019 A f)y ———
d) 2018 e) 1009 - 2019 ) ot
AL 176 Fie matricea A = ( 1 i € My (C). Sa se determine cel mai mic

numar natural n > 2 pentru care exista k € Z astfel incat A™ = kA.

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6 f)y 7

(L)

Sa se calculeze X4t 4 22" X pentru n € N impar.

AL 177 Fie matricea

a) X b) [2 C) 02 d) —-X e) —IQ f) X2
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AL 178 Fie matricea A = (a;;); =123 cu
(_1)i+j7 i :J )
Qjj = 0, 1>7,
(1) Ci, i<

Sa se calculeze A", n € N*, exprimand rezultatul in functie de matricea iden-
titate I3 si de puterile matricei B = A — I5.

n®—n
a) A" =nB" + 23 b)A"—( 5 —l—l)B—i—nIg
n—-n _, n?—n
c) A" = 5 B*+nB+ I3 d) A" = 5 B +nl3
, n*—n n—n—-1 _,
e) A" = nB? 4 B+, ) A" = T B+ nB+ I

AL 179 Fie matricea

A:

oo w
DO =

1
2
0
Sa se determine suma elementelor matricei A", n > 2.

a) 3n + 21t b) 43" — 2" c)4-3mt47.2n gt
d) 3n+1 +n- 2n—1 e) 4.3" — 2n—1 f) 3n+1 —on 6n—1

AL 180 Fie matricea

1—2 0 x
1
A(z) = 0O 0 0 ,:B#E,xeR.
T 01—z«

Sa se determine (A(—2017))", n € N*.
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4035" 0 —4035" 144035" 0 1—4035"
a) % 0 0 0 b) 0 0 0
—4035" 0 4035" 1—4035" 0 1+ 4035
1+4035" 0 1— 4035 2017" 0 4035"
c)% 0 0 0 d) 0 0 0
1—4035" 0 1+ 4035 40357 0 —2017"
—4035" 0 2017" 1—4035" 0 2017*"
e) 0o 0 0 f) % 0 0 0
2017" 0 —4035" 201720 01— 4035"

AL 181 Sa se determine numerele reale a si b pentru care solutia ecuatiei

11 2 113
X7 o1 1]l=1011
00 1 00 1

este de forma

1 a b
X=(014a],aber
0 0 1

1

a)a:O,b:O b)&:2017,b:m
1 1
C)a:m,b:2017 d)a:(],b:m
e) a=2017,b=0 f)a= 1,b: !

2017 2017
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AL 182 Fie ( CCL Z ) o matrice nenula cu a, b, ¢, d € R,

ad =bc si a+d#0.

Sa se determine suma elementelor matricei

a+1 b " ¥
( c d+1)’ n € N*.

1+a+d)" -1

a)

(b+¢)+1 b) (a+b+c+d)"+2

a+d
1 d)r! 1 d)"—1
c)( +atd) (a+b+c+d) d)( +atd) (a+b+c+d)+2
a-+d a+d
e) (a+b+c+d+2)" fy 1+a+d)"(b+c)+1
AL 183 Fie matricea
Ao (V3]
= L V3
Sa se calculeze A%S.
a) [2 b) 02 C) A d) \/§A e) 23612 f) 336[2

AL 184 Fie matricea

Sa se calculeze A2017,

a) 220174 b) I c) —Is d) 21008 4 e) 22017, f) 210087,

AL 185 Se considera multimea matricelor de forma

X(m) = ( L dm - 6m ) € My(R).

—2m 1-—3m

Sa se studieze daca X (a)X(b) = X(a + b+ ab), pentru orice a,b € R si sa se
calculeze (X (1)), n € N*.
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I N 272 —3 6(2" —1) b) D 2nt2 3 3.7 6
WAL g qpontl 4 _3.9n B \2—2mt 4-_3.9n
nt2 3 3.2l 46 2mt2 43 6(2" + 1)
) Da, (2(1—2n) 4(1-3-272) DDa (g _gnet g g.on
2n+2 4 3 6(2" — 1) 2nt2 43 3.2l 46
AL 186 Fie matricele
2 2
b 5 0 5 73
-~ 1 0 2 l g
2 3 3
si X =A-B-C. Sase determine suma elementelor matricei X", unde n este

un numar natural nenul.
a) 2n+1

AL 187 Sa se determine
M, (R) care verifica relatia

. 5n+1
b) 5™ — 2"~
) 0) =
4™ 4+ 5"
e) 5" —1 f) —;: +1

suma tuturor elementelor fiecarei matrice X €&

> v [ —3 2018
X 4X_( o )
a) —2015 b) —2013 ¢) —2015 sau 2023
d) 2018 e) —2017 sau 2023 £) —2017 sau —2013

AL 188 Fie matricea

2 2019
a- (5%

Sa se gaseascd X € My(R) astfel incat X2 + X = A.
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1 2019 | 2018
a)(o 1) b)<o 1

) 1 1010 Q 1 /2020 2019

Vo 1 2020 \ 0 2020

e) 20% ZOW f) A B 201\9/§ QOI\Q/M
0 201\9/5 0 201\9/§

AL 189 Se considera multimea

M:{A(a):((l) 51“) |a€Z}.

S& se calculeze B(a) = A(a) + A*(a) + ...+ A™(a) si si se determine a € Z,
1

astfel incat — B(a) € M, pentru orice n € N*.
n

n 2 5a(n + ) . n 5an(n _ 1> .
a) — , @ impar b) 2 , a impar
2\ 0 2 0 n
n (2 5a(n+1) 1 5D
c) = , a par d) 9 , a par
n (1 ba(n+1) . n 5QM
e) — , a impar f) 9 , @ par

AL 190 Sa se determine rangul matricei

-1 3 2
A:(z —6 —4)‘

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 6

AL 191 Sa se determine rangul matricei

2 =23
-1 0 2
A= 1 =25
3 =21
3 —4 8
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a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AL 192 * Si se determine m € R astfel incat matricea

2
—\/ﬁm
A= 3

2

sa aiba rangul minim.

2 2 2
a) - b) 0 c) V2 d) - e) —v2 f) —=
3 3 3
AL 193 Pentru cate valori ale parametrului real m, matricea
1 -2 m -1
A=| -2 4 -6 2
1 -2 3 -1
are rangul doi?
a) 0 b) 1 c) 2 d) o infinitate e) 6 f) 10

AL 194 Sa se calculeze valoarea determinantului

a1—61 a,l—bg al—bg
ag —b1 az—by as—1bs |,
Clg—bl ag—bg ag—bg

unde a;,b; €ER, i =1, 3.
a)a1+b1+a2+b2+a3+bg b)l

C)al—b1+a2—b2+a3—b3 d)O
e)—a1+b1—a2+b2—a3+bg f)—l
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AL 195 Fie matricea A = (ay); j—13 , unde a;; = 1+log; . j. Sa se calculeze
tr(A))%t4 unde tr(A) reprezinta suma elementelor de pe diagonala principali
( g

a lui A.

a) logz 2+ log, 3 + 3 b) 1
1
c) 3 d)§log23
3 1
e)§10g32+3 f)log32+§log23+3

AL 196 Fie matricele A = ( (2) g ) si B= Y AF n € N*. S se calculeze
k=1

determinantul matricei B.

a) (27— 1)(37 — 1) b) 1 ¢) 0
d) 327 — 1)(3" — 1) ¢) 6" f) 6i"

AL 197 S4a se calculeze valoarea determinantului
a* (a+1)* (a+2)?
¥ ob+1)? (b+2)?% |, abceR.
A (c+1)? (c+2)?

a)a+b+c b) a® + b* + 2
¢) ab+bc+ ca d) (a+b)(a+c)(b+c)
e) —a—b—c f) —4(b—a)(c —a)(c —b)

AL 198 Fie matricea A € My(R) cu proprietatea ca det(A — Iy) = 2. Sa se
calculeze

det A+ det(A — 215).

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 f) 6
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AL 199 S4a se calculeze valoarea determinantului

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b , a,b,ceR.
2c 2c c—a—2b
a) 0 b) b c) c
d) a e)a+b+c f) (a+ b+ c)?

AL 200 Sa se gaseasca valoarea determinantului

abc bea  cab
cab abc bea |,
bea cab abc

unde a,b,c =1, 9.

a) 99800 (a — b)(b—c)(c —a) b) 998001 (a® + b® + ¢ — 3abc)
c) 10° abc d) 9908 (a + b+ c)?
e) 0 f) 999 abc

AL 201 Fie matricea A € M3(R) ale carei elemente satisfac conditia a;; +
ajr + ag; = 0 pentru orice 7, j, k = 1,3 . S& se determine valoarea determinan-
tului matricei A.

a) 2017 b) —2017 ¢) 1 d) -1 €0 f) 1009

AL 202 Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic ABC' cu
a>b>c, m(C)=15si

A+ac—a—1 ac—a a’?—b—c
B4+ab—a—1 a>—c2—b ab—a = 0.
b%c + be + bc? a’b — b* a’c— 3

Sa se determine ariile triunghiurilor de acest fel.
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3 3
1+ Y3 b)144/2 01
2 2
V2 1 V6 £ /2
d) 1+ — — fy ————
) 2 ¢ 3 ) 1
AL 203 Sa se calculeze valoarea determinantului
1 1 1
a’d a? a
l _l 1 , a)b’ceR*‘
b3 b2 b
1 1 1
3 2 c
) 1 1 1 1 1 1 1
a PRN— _— — — _— — — _— — —
abc \b «a c b c a
1 1 1 1 1 1 1
b) — (= — = - _ = - _ -
) abc (b a) (b c) (c a)
1 1 1 1 1 1 1
c)—|——+ -— = -— -
abc \a b c b c a
1 1 1 1 1 1 1
Voe\z w)\e ) g =
1 1 1 1 1 1 1
Vowe\m 2 )\w2) g =
1 1 1 1 1 1 1
Ve \—2)\ea w)la 2
AL 204 Fie determinantul
1 1 . 1
ay a9 e (07%
Al = ai’l aé’l coooa | unde1<i<n—1,neN, n>2 a; €R"
a’lJrl al;rl coooaktd
ay ay ... ay
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Sa se calculeze A} + A3.

a) (ag —a1)(as — az)(az — ar)
b) (a1 + as + ag + aras + aras + asasz)(as — a1)(as — az)(as — ay)
(

) (a1 + az + asz)(ag — a1)(az — az)(az — a1)

@

d) (1 —+ aq + a9 + as —+ a1a9 + a1as + (lQCLg)(CLQ — CL1)<(13 — CLQ)(CLg — al)
e) (1 + aq -+ a9 -+ as + a1a9 + aias —+ ao03 -+ a1a2a3)(a2 — CL1>(CL3 — ag)(ag — al)
f) a1 — as + as

AL 205 Fie z1, 9,23 € C solutiile ecuatiei det(A — xI3) = 0, unde

—2 -2 -3
A=| 2 3 6
~1 -2 —4

Sa se determine | xy | + | z2 | + | 23 |.

a) 0 b) 1 c) 3 d) 7 e) —3 f) 4

AL 206 Sa se determine suma numerelor reale z, y, z pentru care matricea

1 2
J— x [
3 3
9 1
A= % :
3 Y 3
2 2
J— Z J—
3 3

satisface relatiile AA' = A'A = I3 si are determinantul egal cu 1.



PROBLEME DE ALGEBRA 135

AL 207 Fie matricea A € My(R) astfel incat det A = tr(A) = 1, unde tr(A)
reprezinta suma elementelor de pe diagonala principala a lui A. Cate elemente
are multimea {I,, A, A%, ..., A2018}7?

a) b b) 2 c) 7 d) 3 e) 6 f) 4

AL 208 Fie matricele

A:(f j) . B:(Q; ?L{)eMz(R)

astfel incat AB # BA si A3 = B3. Sa se determine valoarea expresiei
det(AB) — tr(A + B),
unde tr(X) reprezinta suma elementelor de pe diagonala principala a lui X.

a) 2 b) 0 c) —1 d) -2 e) 1 f) 3

AL 209 Sa se determine multimea tututor valorilor parametrului m € R
astfel incat ecuatia

m

1 3 4 1 1
X015 ]=(101 1

0 01 0 m m?
sa aiba solutie nesingulara.

a) R\ {0,1} b) {0,1} ¢) R
d) 0 e) {0} f) R\ {0}

AL 210 Fie ecuatia matriceala

1 01 3 —4 8
010 }|-X=|1 2 =3
1 0 2 11 4

Sa se determine suma elementelor matricei X € Mj3(R).
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a) 12 b) 5 c) —9 d) —4 e) 7 f) 3

AL 211 Sa se determine multimea tuturor solutiilor ecuatiei matriceale

31 11
<1 3)'X_X' 1 1)'

AL 212 Fie matricea

—_

01

Sa se determine a, b, c € R astfel incat sa aibe loc relatia

A7 = aA? + DA + cls.

a) 2a+b=det A b)a=1,b=2,¢=0
c)a=0,b=2c=-1 d)a=-1,b=2c=
e) nu exista a,b,c € R fla=1,b=-2c=

AL 213 Fie matricea A = (a;;)i j=1,23 ale carei elemente sunt
1, 1#£j sau i =7 =1,
Aij =9 5 . L
i+ 1, =7 ¢ i #1.
Sa se determine suma elementelor inversei matricei A.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5
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AL 214 Sa se determine valorile parametrului real m astfel incat matricea

5 m+1 z+1
A=| =z -1 1
2 m 1

sa fie inversabila pentru orice x € R.

a) R\ {%1} b) (§1> c) (—oo,g) U (1, +00)
a) (%2) ¢) (—oo,%] U2, 400) ) [21]

a b

AL 215 Fie A =
ac bc—1

) € My(R?) astfel incat

det(A —aA™ ) =det(A— A1) =4
Sa se determine abe.

a) 1 b) 2 c) 3 d) 6 e) 12 f) —18

AL 216 Fie matricea

astfel incat A2 # O, si
A* — (a +d)*A* + (ad — bc)* I, = O,.

Sa se studieze existenta inversei lui A si in cazul in care aceasta exista sa se
determine A~

2) a+d
ad —be 2

o) V()

1 —a c
¢) A f)bc—ad< b —d)

b) nu exista
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AL 217 Fie A, B € M4(R) doua matrice de forma
A:[a] co | ey 04}, respectiv B:[b\ co | oes 04},
unde a, b, cq, c3, ¢4 sunt coloanele acestor matrice. Daca
det(A) =1 gi det(B) =4,
cat este determinantul matricei

C:[CQ| a—l—b| 03‘ 04}?

a) b b) 0 c) 4
d) =5 e) 1 f) Nu se poate determina

AL 218 Imaginii de mai jos

11 asociem matricea

€ Mgs,

e e
—__0 OO O
— O~ =
__0 O O
== = s
_ o O O O
— O~ O
__ 0 O O
— = = = =
e e
O = = == O
DO OO = O
O OO OO oo

unde 1 reprezinta un pixel alb, iar 0 un pixel negru. Pentru a blura aceasta
imagine, calculam matricea B € Mg 13 care pastreaza conturul matricei A,
iar b;;, © € {2,5}, j € {2,12} este media aritmeticd a clementelor matricei
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minorului de ordinul 3 al matricei A care il are in centru pe a;;. Daca inlocuim
fiecare element al matricei B cu cate un pixel in nuanta de gri corespunzatoare
valorii numerice b;;, obtinem cea de-a doua imagine. Care este diferenta intre
cel mai deschis (cel mai apropiat de 1) pixel si cel mai inchis (cel mai apropiat
de 0) pixel de pe a doua coloana a matricei B?

4 5 7

a) 0 b) g )y d) 3 °) 3 5

AL 219 Pentru a cripta o parola formata din litere, punem fiecare litera intr-
o matrice coloana, apoi inlocuim fiecare litera cu numarul corespunzator din
alfabetul englez conform tabelului de mai jos si obtinem matricea coloana B.
inmul‘gim matricea cheie A cu matricea coloana B si obtinem matricea coloana
C. Elementele matricei C' le inlocuim cu literele corespunzatoare din tabel.
Daca in acest mod obtinem parola criptata " UPT”, iar matricea cheie este

8 1 —6
A= 51 —4 |,
71 =5
care a fost parola inainte de criptare?

A B C D FEF F G H I J L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
N O P @Q R S T UV W XY Z
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

a) UPT  b) TIM  ¢)AUT d)CIB ) TPU  f) CTI

AL 220 O minigrila Sudoku este o matrice 4 x 4 de numere intregi cu pro-
prietatea ca in fiecare linie, fiecare coloana si fiecare bloc 2 x 2, numerele de la
1 la 4 apar exact o data. Cate minigrile Sudoku distincte se pot construi?



140 CULEGERE DE PROBLEME

a) 280 b) 288 c) 282 d) 285 e) 284 f) 290

AL 221 Sa se rezolve sistemul
20 +y+ 2z =—1
20 +2y+32 =2
r—2y—z=4.
a) (—24,14,19) b) (—2,-3,3) c) (21,10, —14)
d) (—5,—3,6) e) (—14,—-21,24) f) (3,-2,-3)

AL 222 Fie sistemul
20 —y—32=2
r+4y+3z2=1
-3z —2y+z=-3.
Care din urmatoarele relatii este verificata de solutiile sistemului?
a) 2’ —y?—2z2=1 Db)ort+y+z=3 o) +y—zt=-1
d)x+y?—22=1 e) ¥’ +yP+22=1 f) 22 +y+ 2% = 4z.

0 4 -1 6
AL 223 Solutia sistemului (A—93)X = 0 |,unde A= 2 1 6 |,
0 2 -1 8
L1
este X = | xzo | € Mj3:(R). Sa se precizeze care din urmatoarele afirmatii
T3

este adevarata pentru orice valori posibile ale lui xy, z9 si x3.
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a) 2xy + xo+ 23 =10 b) 2xy — 2o+ 23 =10 c)xy —x2+23=0
d) 2z + 29 —23=0 e)2x; —x9 —x3 =0 f) x1+ 229+ 23=0

AL 224 Fie sistemul
rz+ay=1
y+az=a
r+z=1 aeR".

Sa se determine multimea tuturor valorilor lui a pentru care solutia sistemului
este formata din trei numere in progresie geometrica.

a) {1} b) {2} c) R* d) R} e) Q° f) {-1}

AL 225 Se da sistemul
r—2y+(m—1)z= -2
T+2y+z2=2
mr+y+3z=1.

Sa se determine multimea tuturor valorilor lui m € 7Z astfel incat sistemul sa
fie compatibil nedeterminat.

5

{23} w2y 0 otz of{2il pw

AL 226 Fie sistemul
r+2y—z=1+a
—r+y—z=a
2e+y=1, aeR

Sa se determine multimea tuturor valorilor lui a pentru care solutia sistemului
verifica relatia 3x + 3y — 2z = 0.
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a) {0} bR o {ly  d{=1} {2} H{-2

AL 227 Se considera sistemul
r+y+mz+4t=p
2+ 3y+z+6t=1
—r—2y+3z+nt=2, mn,peR.

Sa se determine (m+n)? astfel incat sistemul sa fie compatibil i rangul matricei
sistemului sa fie egal cu 2.

a) 6° b) 1 c) —8 d) 46 e) —1 f) 8

AL 228 Sa se determine acele solutii (z,y, z) ale sistemului
20 -2y+z2=1
3r—y+2z=2

r+y+z=1
pentru care 2 + y? + 22 = 1.

12 4 10 12 4 3

10), (= = = 1 e

2) (0,1,0), (13 13 ’13) b) (1,0,0), (13 13 13)

12 7 3 12 4 3
=L 2 (0,041 d) (0,0,1), (=, 2 -2
C)<13’13’ 13)’(” ) )(”)’(13’13’ 13)

12 4 3
e) (07071)7 (_E JE JE)

AL 229 Fie sistemul

11 4 3
H(=,—, -= 1
)(13’13’ 13>’<0’0’>

r+3y+4z=m
20 +4y + 62 = —1
—2rx+6y+4z=5 meR.

Sa se determine multimea tuturor valorilor lui m pentru care sistemul este
compatibil nedeterminat.
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AL 230 Fie sistemul liniar omogen
r+2y+2=0
20+ 9y +2=0
r—=3y+22=0

si (%0, Yo, 20) 0 solutie nebanala a sistemului. S& se determine valoarea rapor-

tului
51’0 — 10y0 — 20

10!130 + 5y0 + 320 )

AL 231 Fie sistemul de ecuatii liniare
(a—2)z+ay+(a+1)z=0
(b—2)z+by+(b+1)z=0
(c=2)x+cy+(c+1)z2=0, a,b,ceR.
Sa se determine a, b, c astfel incat sistemul sa aiba o singura solutie.
a)a=b=c b) a,b,c € R c)a#£b b#c c#a
d) Ba,b,ceR e)a=b#c fla#b=c

AL 232 Sa se determine multimea valorilor lui m € R astfel incat sistemul
r+my+m’z=0
m?z +y+mz=0
m2z +my+2z=0

sa admita si solutii diferite de solutia banala.
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D) R\ {21} D) {%“/3 ,il} ¢) {+1}

Q) {1} O R\ {-1} B {ﬂ}

2

AL 233 Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care
sistemul

mx — 2y =1
—2z4+y=m
r+my = —2

este compatibil.
a) R\ {1} b) R\ {—1} c) {-1}
d) {£1,2} e) {1} f) {1, +2}

AL 234 Fie sistemul
r+ay—1=0
ar —3ay — (2a+3) =0, a #0.

Sa se determine parametrul real a astfel incat sistemul sa fie compatibil nede-
terminat. Pentru aceasta valoare, sa se calculeze determinantul

u v
31|
unde (u,v) este solutia sistemului.
a) u b) v c) uv d) 0 e) 1 f) —1

AL 235 Pentru care din urmatoarele cazuri de mai jos, sistemul
ar+by+cz=b+c
br+cy+az=a+c
cr+ay+bz=a+b, a,b,c eR

este incompatibil?
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a)a—b+c=0 b) a,b,c € () c)a+b—c=0
d)a+b—c#0 e)a+b+c=0 fla+b+c#0

AL 236 Fie sistemul
ar +by+cz=1
cr+ay+bz=1
br +cy+az=1, a,bceR".

Care dintre urmatoarele propozitii matematice este adevarata?

a) Daca a = b = ¢ atunci sistemul este compatibil determinat
b) Daca a = 1,b = 2,¢ = —3 atunci sistemul este incompatibil

c) Daca a = 1,b = 3, ¢ = 2 atunci sistemul este compatibil nedeterminat
d) Daca a = —1,b = 3,¢c = —2 atunci sistemul este compatibil determinat
e) Daca a = b = ¢ atunci sistemul este incompatibil

)

f) Toate afirmatiile sunt false

AL 237 Fie (x4, y;, ) solutia sistemului

rH+y+2z=1+2

1
$+2y+z:2+2t—§

1
2x+y+z:1+2t+§, t e N.

Sa se determine

lim ;2.
t—o0

a) 0o b) 0 c) 1 d) 2 e) —2 f) 3
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AL 238 Pe Q* se defineste operatia _ * “ care satisface urmatoarele pro-

prietati:
(1) (xxy)-(zxt)=(x-2z)*(y-t), pentru orice z,vy, z,t € Q%;
(79) x * x = 1, pentru orice x € Q%
(13i) x % 1 = x, pentru orice x € Q*,

“ este operatia de inmultire in Q*. Sa se calculeze

unde | -
2017
k=1
2016 1 2017
- 201 _ 201 fy 2oL
b sorr 9N dggg 02018 ) 2018

) 5017

AL 239 Pe multimea functiilor f : N — R, definim legea de compozitie
(f*g)n] =D f[k]- gln— k] .
k=0

Sa se determine (f x g)[n| pentru

=% s g = 2

AL 240 Pe multimea (0, +00) se defineste legea de compozitie

it , x,y € (0,400).

rToy =
y r+y
Sa se calculeze
1 1 1
— 0 — 0., o —
2 3 50
Ly 1275 d) — 1274 f)
¢ 1275 © 1300
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AL 241 Pe multimea numerelor intregi se defineste legea de compozitie
zoy=(zx—a)’(y—a)+a, acl
Sa se determine multimea solutiilor ecuatiei x oz = x.

a) {a,a — 1} b) {a,a + 1} c){a—1,a,a+1}
d) {—a,1—a} e) {—a,—a—1} f) {—a,1—a,—a—1}

AL 242 Pe multimea numerelor reale se defineste operatia algebrica

roy= VTP,

Daca (u,v), u,v > 0, este solutia sistemului

royol2=+17
ro2+yod=2V13,

sa se determine u + v.

a) 1 b) 0 c) 5 d) 19 e) V13 f) v/19.

AL 243 Se considera R cu legea de compozitie z *y = ar + y, a € R si
multimea

10 0
M = x 1 0 |, zeRjpC MsR)
0 0 27
cu operatia de inmultire a matricelor 7 - 7. Stiind ca functia f : R — M,

1 0 0
flx)=1 2 1 0
0 0 27

satisface relatia f(z xy) = f(x) - f(y), pentru orice x,y € R, sa se determine
multimea valorilor lui a.

a) {0} b){-1} R d) 0 e) {1} f) {2}
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AL 244 Se considera multimea

M:{A:<Z ?;b) |a,b€Z}

care este parte stabila a lui My(Z) in raport cu inmultirea matricelor. Sa se
determine multimea tuturor valorilor pe care le poate lua det A, stiind ca si

Al e M.

a){0,1} b)) {0} o {-L1} {1} e {1} ) {-1,0}

AL 245 Fie multimea

1 az? =z
M=210 1 0], zerRY c M)
0 px

Sa se determine valorile parametrilor «, 3,7 € R* astfel incat (M, ) sa fie
parte stabila a lui (M3(R), -).

a)a=1,6=1,v=1 b)a=p,v=0 c) f=2a,v=1
d)a=28,y=-1 e)a=28,v=1 fla=-—8v=1

AL 246 Pe multimea

M:{(ﬁ i) |m,y€R}CM2(R)

se considera legea de comporzitie Ax B =A-B+aA+bB+615, unde a,b € R.
In care din urmatoarele cazuri legea este asociativa si comutativa?

a)aec{-3,2},b=a b)ae€{-2,3},b=a c)ae{-1,2},b=a
d)a=-2,b=3 e)a=—-1,b=2 f)a=-3,b=2

AL 247 Sa se determine o relatie intre parametrii reali a si b astfel incat
legea de compozitie x x y = zy + ax + ay + b de pe R sa fie asociativa.
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a)a’=a+b b)a=a*+0b ¢) b+ a = a?
d)a+a*=b e) 2a = b+ a? f) 20 + a = a?

AL 248 Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
rxy=ay+2x+2y+k.

Sa se gaseasca k € R astfel incat legea sa fie asociativa. Pentru aceasta valoare,
sa se determine multimea solutiilor ecuatiei

Tkr = —2.

a) {1} b){=1} ¢ {1, -1} d){2,-2} ¢ {1,-2} f){-2}

AL 249 Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie

xxy=xy—ilx+y)—1+1.

S4 se determine elementul neutru al acestei legi si si se calculeze %4273 i x4°.
a)e=1, —1+41 b)e=1+1,1 c)e=1,1—-2i
dye=1—14,1 e)e=—i,2—1 fle=2+i,1—1

AL 250 Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie
zxy=(r—3)(y—1)+3.
Sa se determine elementul neutru al acestei legi.

a) nu exista b) 4 c) 3 d) 0 e) 2 f) 6

AL 251 Pe multimea numerelor intregi impare 27 + 1 se defineste operatia
1
THY = 5(my+m+y—1).

Sa se determine multimea elementelor inversabile ale monoidului (2Z + 1, %).
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a) {—3,1} b) 2N + 1 ¢) 27 + 1

d) {-5,-3,1,3} e) {—3,-1,1,3} f) {-5,1}

AL 252 Fie multimea

M = 0 b 0 a,b,c €7 y C M3(Z).

Sa se determine numarul elementelor simetrizabile ale monoidului (M, -), unde
7.7 reprezinta operatia de inmultire a matricelor.

a) 0 b) 1 c) 8 d) 5 e) 7 f) 9

AL 253 Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie
2Lz = 2120 + Im(z1)Im(22).

Sa se determine elementele inversabile in raport cu aceasta lege.

a) {z € C, Re(z) =0} b) {#z € C, Re(z) # 0}
c)C d) C*
e) {z € C, Im(z) =0} f) {z € C, Im(z) <0}

AL 254 Se considera matricele

a=(353) 5=(523)

si multimea M = {zA+ B | x € R*}. Sa se determine multimea elementelor
inversabile din M 1n raport cu operatia de inmultire a matricelor.

2) 0 b)M\{%A+B} ¢) M\ {L}
A) M\ {—A+ B) ¢) M £) M\ {24 + B)
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AL 255 Fiea > 0g M = (a,+00) \ {a + 1} pe care se definegte legea de
compozitie
cxy=(r—a)"V"4q, k>2 keN.

Sa se determine simetricul lui « € M.

2 k2 k2
a) T T b) ° 1a c) ‘
r—a r—a
2
d)eﬁ ) e —z—2a f)elnéﬁ—i-a

AL 256 Pe multimea R se introduce legea de compozitie

n n no,, n
Ty =a \/loga z+logy y—logy, b 7

unde a,b € R% \ {1}, n impar, n # 1. Sa se determine simetricul lui z € R*.
in raport cu aceasta lege de compozitie.

b2n n n n n n n
a) b) a /logy b+logl, x C) a /2logy b—logy x

X
b2 n n n

d) _ e) a /logly b—logl; x f)
X

pV2

X

AL 257 Pe multimea Z x Z se definegte legea de compozitie
(a,b) * (¢, d) = (ac, be + ad).
Sa se determine elementele simetrizabile fata de legea * din multimea Z x Z.

a) (b,1),beZ b) (b,0), beZ ¢) (b,£1),beZ
d) (£1,b), be Z e) (0,b), b€ Z £) (1,b), b€ Z

AL 258 Fie ecuatia 2®+az?+bxr+c =0, a,b, c € R, care are toate radacinile
reale. Stiind ca multimea tuturor acestor solutii este un grup fata de legea

rxy=x+y+3, x,yecR

sa se determine a + b + c.
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a) —9 b) —27 <) 63 d) 27 e) 54 f) 28

AL 259 Fie f = X3+ aX?+bX +c¢ € C[X] un polinom de gradul al treilea.
Stiind ca multimea radacinilor sale {z1,zs, 23} este grup de ordinul trei in
raport cu inmultirea numerelor complexe, sa se calculeze a® + b® + ¢ — 3abe.

a) 0 b) —1 c) —i d) 3 e) 3i f) 1

AL 260 Fie f = X4+ aX3 + bX?+ X + d un polinom din Zs [X]. S se
calculeze @+ b+ ¢+ d stiind ca f are patru radacini distincte ce formeaza grup
fata de inmultirea din Zsg.

a) 0 b) T )5 d) 4 e) 2 £)7

AL 261 Pe multimea G = R\ {1} se defineste legea de compozitie
rxy=3ry—3z+3a*—2y—a+3
pentru orice z,y € G. Sa se determine a € R pentru care (G, ) este grup.

a) 0 b) 2 c) —1 d) 1 e) —2 f) 3

AL 262 Fie multimea

1 0 0
G- X 1 0|, aeRr
na*lX? aX 1

inclusa in multimea matricelor patratice de ordinul 3 cu elemente din multimea
polinoamelor de grad cel mult 2 avand coeficienti reali. Sa se determine
multimea valorilor parametrului real n astfel incat (G, -) sa fie grup.

) {0} b) {%} O} DR e £) R*



PROBLEME DE ALGEBRA 153

AL 263 Fien € N, n > 2 dat gi multimea

G:{A:(ﬁ 2) |2,y €C, A”:JQ}.

Cate elemente are grupul G in raport cu inmultirea matricelor?
a) (n—1)> b) n c)n—1
d)n—2 e) (n —2)? f) n?

AL 264 Fie (G,-) un grup cu e elementul neutru. Stiind ca exista z,y € G
cu proprietatile 22 = e §i yz = xy?, sd se determine y?*8z.

a) e b) y C) y2017 d) 1.2019 e) Ty f) y1009$

AL 265 Stiind ca o parte din tabla operatiei unui grup G = {e,a, b, z,y, z}
este

*lelalb|xz|y
elelalblz|y
alalblely
b|b ,
x z a
Y
z

sa se determine y * z.

a) e b) x c)a d) z e)b )y

AL 266 Cate dintre multimile:
M, ={2" | x € Z},
My ={x -3 |z e N*},
My = {2 | v € Q*},
My={z-2v7' | 2,y € N*},
My ={2*-3| x,y € Z},
Meg={z-3""1 |z €Q*yeZ}

sunt subgrupuri ale grupului (Q*,-) ?
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a) 6 b) 1 c) 2 d) 4 e)b f) 3

-2 -4 0
AL 267 Fie matricea A = 1 2 0 | si multimea
3 4 5

G={M(z) =13+ zA* z € R}.

Stiind ca functia f : R — G, f(x) = I3+1xA? este morfism intre (R, %) si (G, ),
unde relatia 7 x 7 este definita prin x xy = x + y + axy, a € R, iar 7 -7 este
inmultirea matricelor, sa se determine valoarea parametrului a.

a) 1 b) —1 c)4 d) —4 e) 25 f) —25.

AL 268 Fie R* dotata cu legea de compozitie definita prin axb = kab, k € R
si multimea

a 0 a
M = 000 |,aeR"
a 0 a
dotata cu inmultirea matricelor 7 - 7. Stiind ca functia
r 0 =
fR* =M, f(x)=10 0 0
z 0 x

este un morfism intre grupurile (R* %) si (M,-), sd se determine multimea
valorilor lui &.

a) R b) Z c) Q d) {0} e) {1} f) {2}

AL 269 Fie G = (1,400) care are o structura de grup fata de operatia ” *”
definita prin

Txy = /x2y? — a2 —y2 + 2.

Sa se determine a,b € R astfel incat functia
f:(0,400) = G, f(z)=Var+b

sa fie un izomorfism de la grupul ((0,4+00), -) la grupul (G, *).
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a)a=0,b=2 b)a=1,be{1,2} c)a=0,b=1
d)a=0,be{1,2} e)a=1,b=2 fla=b=1

AL 270 Pe multimea Z se definesc legile de compozitie
rly=ax+y—->Ssizly=x+y+5.

Sa se determine toate perechile (a,b) € Z x Z astfel incat functia f : Z — Z,
f(z) = ax + b sa fie un izomorfism intre grupurile (Z, L) si (Z, T).

AL 271 Fie multimea
1

a

M = { Aa) = , a € (0,00)

[en N eI

n
1
0

Q O O

Care din urmatoarele afirmatii este adevarata?
a) (M,-) nu este grup;
b) (M, -) este grup comutativ izomorf cu (R, -);
c) (M, ) este grup comutativ dar nu este izomorf cu (R?,-);
d) M nu este parte stabila in raport cu inmultirea matricilor;
e) Exista a € (0,00) astfel incat A(a) sa fie singulara;
f) I3 ¢ M.

a) a b) b c)c d) d e)e f) f

AL 272 Sa se determine toate automorfismele f ale grupului (Z, +).
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a) f(x) =nz,Vn,z el )
c) fle)=2z,Vx €l )
e) f(r) =22,V eZ f) flz) =2,Vax€Z

b) f(z) =+x, Vo eZ
d) f(

x)=axr+b, abzr el

AL 273 Sa se determine numarul tuturor morfismelor de grupuri
fo(Ze,+) = (Z7,)
astfel incat f(2) = 3.

a) 0 b) 1 c) 2
d) 3 e) 4 f) o infinitate

AL 274 Fie a,b € Zs, f : Zs — Zs, fop(x) = ax +b, a # 0. S# se gaseasca
toate functiile f,; pentru care are loc

4 2018 2020 2022
Jap =15 °hs ° K

unde f* = fo fo...of.

de n—ori

a) f33 b) fis o) iz faz d) f35 e) fa5 f) fis

AL 275 Pe multimea numerelor complexe se considera operatiile algebrice
rly=x+y—1 si xzTy=2xy+axr+by+c

Sa se determine a, b, ¢ € C pentru care operatia ” T” este distributiva in raport
cu operatia 7 1”7,
a)a=1i,b=c=—i—1 b)a=b=i,c=—i—1
c)a=—-i,b=i,c=i—1 d)a=—i,b=c=1i—1

e)a=—i,b=i,c=—-i—1 fla=b=—i,c=i—1
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AL 276 Fie legile de compozitie
xJ_y:x—I—y—l—l/b si xTy:xy—ga:—gy—T.

Sa se determine cele doua elemente neutre ale inelului (Zy3, L, T).

a’)el:f;e—r:é\ b)eL:/g\,eT:/g\ C)el:é\,eT:a
d)@L:é\a@T:Z e)eL:Z,eT:E’)\ f)eL:/?;,eTzlAl

AL 277 Fie Z[i] = {a+bi | a,b € Z}. Sa se determine multimea elementelor
inversabile ale inelului (Z[i], +, -).

a) Z[i b) Z[i] \ {£1, £} c) {1,i}
d) {£1, +i} e) Z[i) \ {1,i} ) 0

AL 278 Pe multimea numerelor intregi se definesc legile de compozitie
rly=arx+by—7 §i zlTy=2y—"Tr—"Ty+c

Sa se determine a, b, ¢ € Z astfel incat (Z, L, T) sa fie un inel.

AL 279 Pe multimea numerelor intregi se definesc legile de compozitie
rxy=x+y—2 81 xoy=ay—2xr—2y—+06.

Sa se determine a,b € Z astfel incat intre inelele (Z,*,0) i (Z, 4+, -) sa existe
izomorfismul f:Z — Z, f(z)=ax+b, a#0, a,b€ Z.

a)a=1,b=0 b)a=1,b=1 c)a=1,b=2
d)a=2,b=1 e)a=1b=-2 fla=-1,0=2
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AL 280 Pe multimea numerelor reale se definesc legile de compozitie
rly=z+y—1 ¢ zTy=2zy—2x+y)+3.

Sa se determine a,b € R astfel incat functia f : R — R, f(z) = ax + b sa fie
un izomorfism intre corpurile (R, +,-) si (R, L, T).

AL 281 Fie multimea

’C:{(x+ay by >]w,y€R}.
cy x—ay

Sa se determine o relatie intre parametrii reali a, b, ¢ astfel incat

f:C—=K f(x+yi):<x+ay by )

cy x—ay
sa fie izomorfism intre corpul (C,+, ) si corpul (IC, +, ).

a) 2a +bc =1 b) a®> +bc=1 c)2a="bc—1
d) a®?+bc+1=0 e) a’>=bc—1 f) a? —bc=1

AL 282 Fie sistemul

in Zy; cu solutia (zg,yo). Daca yj este inversul lui yo in corpul (Ziy,+,-), sa
se determine m € Zy; astfel incat 3z2 + myj, = .

a) b b) 1 )3 d) 4 e) 10 £)9
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AL 283 Sa se determine a € Zg pentru care sistemul

a’r+y=>5
3 =7

are solutia (g, 5) si sa se specifice numarul total al solutiilor.

a) solutii; a = 7, 4 solutii
c)
e

)

olutii; a = g, 8 solutii

a /2\,5
a T,B
a /1\,5

s
solutii; a = g, 3 solutii

f)a=3,

7 solutii; a = 6, 3 solutii
8 solutii; @ = 7, 4 solutii
6

solutii; a = /7\, 4 solutii

AL 284 In multimea My(Zs) si se rezolve ecuatia

X2021 _

o) =)
—) ©)
N——
£
/N
o) =)

a)(
) (

AL 285 Fie multimea

) =)
—) Do)
~_

12
01)

b) A@3)

a5
/N /TN
D)) O) )
—=) Q) =) )
N———

+

)

S

&

Il
VR
) W)
L) =)
S~

d) A(D), A(4)

f) nu are solutii
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AL 286 Fie matricea A € M3(Z3),

A:

D) ) D)
=) Ny O)
=) =) =)

Sa se determine A~'.

212 111 2 22
a) | 0 2 1 by 1 0 2 c)l 2 01
111 011 022
100 102 200
)1 010 ) 21 2 H{020
001 122 00 2
m 0 1
AL 287 Fie matricca A = [ m 1 1 € Mj3(Z3). Sa se afle m € Zg
10 m
pentru care A este inversabila si s& se determine A~
001 101
a)ym=0,A1=1210 bym=1,A"1=(01 2
100 100
001 100
gm=0,A"=(21 2 d)m=2A4"1=[21 0
100 001
201 001
eem=1,A"=|210 fym=0,A"1=|01 1
100 100

AL 288 Fie polinomul P = 4X3 +3X?2 +2X + 1. Sa se determine polinomul
() astfel incat sa fie indeplinita conditia

P(z) = Q(z) + 2Q'(x) + 3Q" (z) + 4Q"" (x),

oricare ar i z € R.
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a) 4X3 +3X? 42X +1 b) 4X3 —21X%2 +2X + 1
¢) 4X3 —21X%+ 14X +3 d) 4X3 —7X2 + 21X + 12
e) 4X3 +2X2 +3X +1 f) —4X3 +12X2 + 13X — 1

AL 289 Fie polinoamele f = X3+2X2—X —5si g = X?+1. Sa se determine
catul c si restul r ale impartirii lui f la g.

a)c=X+2,r=0 b)e=X?+1,r=X+2
c)e=X+2,r=-2X-7 d)e=-2X-T7r=X+2
e)c=X+1,r=-2 fle=X-1,r=0

AL 290 Fie polinomul f = X3 —2X24aX +b, a,b € R. Sa se determine a
si b stiind ca —1 este radacina a polinomului f si restul impartirii polinomului
fla X — 2 este 6. Sa se gaseasca apoi restul impartirii lui f la X? — X — 2.

a)a=1,b=4, X +1 b)a=-1,b=4,2X+2
a=1,b=4,2X +2 da=-1,b=22X+1
e)a=1,b=2 X+2 fla=-1,b=4, X —1

AL 291 8Sa se determine a, b, ¢ € R astfel incat restul impartirii polinomului
f=X34aX?4+bX +cla X?+2sa fie X +1 si restul impartirii lui fla X +1
sa fie 3.

a)a=3,b=2c¢c=5 b) a,b,c €0
c)a=-2,b=3,¢=5 d)a=2,b=3,¢c=5
e)a=3,b=2c=-5 fYb=3,¢c=2a+1,a€R

AL 292 Se considera polinomul f = X% 4 aX® +bX* + X3 +aX?+bX +c,
unde a,b,c € R. Sa se determine a, b, ¢ pentru care polinomul f se divide cu
polinomul ¢ = X® — 5X3 4 4X.
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a) a,b,c € b) a,b,c € R
c)a=b=c=0 d)a=c=1,b=-1
e)a=c=-1,b=1 fYa=1,b=-5c=4

AL 293 Sa se determine polinomul cu coeficienti rationali de grad minim
care impartit la X2 4+ 2X — 3 da restul 3X + 11 si impartit la X? —4X +5 da
restul 7X — 3.

a) —X3—4X +12  b) X34+2X —17 ) X3 44X 411
d) X3 —4X +17 e) X3 +3X +15 f) —X3+17X —5

AL 294 Se considera polinoamele
= (X —2014) (X — 2016) si g = (X — 2015)*°™ + X — 2001.
f=( sig
Sa se determine restul impartirii lui g la f.

a) X b) 0 c) X —2000
d) X + 2014 e) 2016 - 2014 £) X — 2016

AL 295 Sa se determine parametrii reali a, b, ¢ astfel incat polinomul f =
(X —1)"+a(X —1)* +bX + ¢ sd se divida cu (X + 1)°.

a) a=28,b=448, c = 128 b) a = 56, b = 448, ¢ = 576
¢) a =56, b=320, c =81 d) a =28, b= 448, c = 192
e) a =84, b=320, c=81 f)a=28,b=2320, c=128

AL 296 Si se determine parametrii reali m si n astfel incat polinomul X? +
mX? + n sa se dividd cu polinomul X? + X + 1.

a)m=0,n= b)m=0,n=-1 c)m=-1,n=0

d)m=-1,n=-1 e)m=1,n=0 flm=0,n=1
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AL 297 Si se determine restul Impartirii polinomului X™ la polinomul X2+
2X — 3.

a) L= (4_3)RX + S+ (4_3)71 b) i[u + (=3)")X 43+ (—3)"]
N 1— (4—3)nX L 3= (=3)" 0 2 — (4—3)"X L3+ (4—3)"
e) L= (4_3)nX+ 32371 f) i[(1+3n)x+3+(—3)"]

AL 298 Si se determine restul impartirii polinomului (X3 + X + 1) la
polinomul X? — X + 1.

a)—1 b X ) X +1 d) 0 e) X —1 f)1

AL 299 Sa se determine parametrul a € R si sa se rezolve ecuatia
ot + axd + 422 — 62 +4 =0,
stiind ca are radacini opuse.
a) a = —3, {1,2,+v/2i} b)a=—1, {£1,42}

¢)a=2,{1,2,+2i} d)a= -2, {14i,+1}
e) a=—1, {+2,+i} f) a = =3, {£1, £1/2i}
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AL 300 Fie polinomul f = X% 4+ a2X3 — 7X? 4+ aX + 6. Sa se determine
multimea tuturor valorilor intregi ale lui a astfel incat f sa aiba o radacina
intreaga impara.

a) 0 b) R o) {_1,2}

d) {—1,o,§} ¢) {~1,0} £) {~1}

AL 301 Fie polinomul f = X3+ X2—-2X —2. Si se determine descompunerea
lui f in factori ireductibili in Q[X].

a) (X +1)(X = V2)(X +v2) b) (X = 1)(X? +2)
¢) (X +1)(X? - 2) d) (X = 1)(X — V2)(X +v2)
e) (X +1)(X —2)(X +2) f) (X +1)(X?+2)

AL 302 Sa se descompuna in factori ireductibili peste Zs polinomul

f=X"+2X° + 14X +3 € Zs[X].

a) (X +1)%(X24+ X +1) b) (X +4)(X +2)(X2+1)
¢) (X +2)(X +3)2(X +1) d) (X +2)(X +3)(X2+1)
e) (X +22(X2+ X 4+1) £) (X +2)(X +4)(X>+ X +1)

AL 303 Fie polinomul f = (1 —2X)?'7 4 (3X —2)%!7. S se calculeze suma
coeficientilor polinomului f.

a) 2017 Db) 4034  ¢) 0 d) 22017 ) 32017 f) (—1)2017

AL 304 Sa se determine a,b € R astfel incat ecuatia
ot + 52 far’ +22+b=0

sa admita solutia 1 + 7 si sa se gaseasca celelalte solutii.
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a)a=—6,b=12 {1—i,—1,-6}  bla=-3,b=6, {1 —i,1+i,—1}
¢)a=12,b=—6, {1 —1i,1,12} d)a=6,b=—12, {1 +i,—1,-3}
e)a=—6b=12 {1 —i,—1,6} f)a=4,b=6,{1+i,1,6}

AL 305 Fie P € R[X] avand coeficientul dominant 1. Stiind ca
zP(x —1) = (x — 3)P(x),
pentru orice € R, sa se determine P(5).

a) 0 b) 10 ¢) 20 d) 30 e) 50 f) 60

AL 306 Fie polinomul P = X? + mX? +nX — a®, unde m,n € R, a € R*.
Stiind ca P(a—x)+ P(a+z) = 0, pentru orice z € R, sa se determine P(2017).

a) 0 b) a ¢) (2017 —a)®  d) 20173 e)a®  f)2017

AL 307 Polinoamele cu coeficienti reali aX? + bX + ¢, aX? +bX?2 +bX +a
siaX? 4 cX? +cX +a, a# 0, admit o radicind comuna daca si numai daca:

a) a,b,c € R b)a+b+c=0,b#c
c)a—b+c=0,b#c d)a+b—c=0
e) —a+b+c=0 f)y —a+b+c=0,a#b.

AL 308 Fie polinoamele P = X3 —6X?+ 11X —6si Q =aX +b, a,b € R,
a # 0. Sa se calculeze suma solutiilor ecuatiei P(Q(x)) = 0.

6 — 3b b 1-b

)= ¢

a a a

a) 0 b) % c) f) 1

AL 309 Fie polinoamele P si @ cu proprietatea P(z) = Q(z) + Q

(1 —xz).
Stiind ca P are coeficienti naturali si P(0) = 0, sa se determine P(P(3)).

)
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5
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AL 310 Fie polinoamele P si @ € C[X] cu proprietatea

Plr) = Qx) + Q1 — x),

pentru orice z € C. Stiind ca P are coeficientul dominant 1, gradul cel mult 5
si radacinile —1 i 0, sa se determine P(3).

a) 60 b) 0 c) 24 d)—24 e —60 )1

AL 311 Fie polinomul P € R[X] cu proprietatea P(z) = —P(—x), iar restul
impartirii lui P la X — 7 este 3. Sa se determine restul impartirii lui P la
X2 -7X.

7 3 7 7 3

AL 312 Fie polinomul P = X* — v/3mX +n, m,n € Q. S& se determine
valorile parametrilor m, n, stiind ca restul impartirii lui P(X +2) la X +1 este

3—3.

AL 313 Stiind ca polinomul P = X3 + pX + ¢ are radacinile z,, z9, 73, s& se
determine valoarea determinantului

T — T1X2X3 T — T1X2X3 T3 — T1X2X3
To — T1X2X3 T3 — T1X2X3 T1 — T1T2X3
T3 — X1X2X3 L1 — L1X2X3 To — T1T2X3

a) p b) q c) pq d) 9pq e) L f)
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AL 314 Daca polinoamele f; € C[X],

3
fizzaika_ly Z:ma
k=1

au o radacina comuna, sa se gaseasca valoarea determinantului

@11 a2 Q13
Q21 d22 (23
31 dazz G33

a) —1 b) (a12 — as3)(a1s — asz)(ags — asi)
C) 3a11a22a33 — @12 — A3 — A31 d) 0
e) 1 f) 12923031

AL 315 Sa se calculeze valoarea determinantului

T1 T2 I3
xr3 T1 T2
To X3 T1

Y

unde z;, i = 1,3 sunt solutiile ecuatiei 2° — 22 — 11 = 0.

a) —1 b) 0 )1 d) 11 e) =11 )2

AL 316 Fie ecuatia 2° — ax + a?> = 0, a € R, cu solutiile 1, x5, r3. Sa se
determine valoarea determinantului

zi 13 a3
Ty T3z X1
T3 T1 T2
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AL 317 Stiind cd x1, 29, x5 sunt solutiile ecuatiei 32% — 172 — 15 = 0, s& se
calculeze determinantul

1T + T3 T+ X2 —T1T2
Tok3 + T T2 + T3 — T3
T3T1+To T3+ T1— T2 To— T3T1
17
a) 0 b) 3 c) —17 d) ey e) 7 f) —5

AL 318 Se considera ecuatia z3 — 422 + 10 = 0 cu solutiile z, x5, 73 si
determinantul

1 1 1
A = r1T T2 I3
xi w3 a3
Sa se determine valoarea lui AZ.
a) 140 b) 36 o) 144 d)—140 ) —36  f) —144

AL 319 S4& se calculeze valoarea determinantului

ay + blZ a; — bll bl — C1
ag + bQZ a9 — bQZ bg —C2 |,
as + b3Z as — bgl b3 — C3

unde ay, by, ¢, sunt solutiile ecuatiei 2° + o, =0, ap € C, k=1, 3.

a) (a1 =+ bl)(bg + 02)(03 + CL3) b) a1b203
c)0 d)1
e) aq + as + as + i(C1 + Co + 03) f) (a1 + bli)(ag — bgl)(bg — Cg)

AL 320 Fie f=X +asig=X?+bX +ccua,bc€R. Sase determine
valoarea minima a lui

L f(2) 9(2)
Alx) =11 f3) 9(3) |, zeR
L f(z) g(x)
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AL 321 Suma solutiilor comune ale ecuatiilor
25— 5at + 323 + 1122 — 62 —4 =0,

2 = bt 4623 +222— 120 +8=0

a) 1 b) 0 ¢) 2v/5 d) 3 e)1++v5 )5

AL 322 Fie P € R[X] polinomul de grad minim care satisface simultan
conditiile:

(i) P+ 1 este divizibil cu (X —1)3;

(ii) P — 1 este divizibil cu (X + 1)3.

Sa se calculeze P(0).

a) 1 b) -1 )0 d) 2017 ¢) —2017 £) 2

AL 323 Fie f : R — R o functie injectiva. Sa se determine suma coeficientilor
polinomului P € R[X] care satisface relatia

—2x+4+5f(x+2)=4fBx —2)+ f(2z — TP(z — 1)),
pentru orice xz € R.

a) 1 b) 2 c)0 d) —1 e) —2 f) 3

AL 324 Fie xy, 29, x3, 24 solutiile ecuatiei 2* + 23 — 422 + 2+ 1 = 0. Daca
11 < 19 < w3 < x4, atunci ele verifica relatia:

a) x1 + To + 203 — 1y = —2 b) x; e C\R, i=1,4

C) T1T + w3 — 24 = —2 d) zwors — 1y = =2

e) 1+ 3xy — 13+ 14 = —2 f) 1 4+ 2o + 13 — 224 = 2.
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AL 325 Fie polinomul f = X3—mX?+2X+3, m € R, curadicinile z1, zs, x3.
Sa se determine multimea valorilor parametrului m pentru care are loc relatia

9 9 9 1 1 1
rt+rat+ar3=—+—+ —.
T T2 T3

10 3 10
20 b {1} {0} q {i 3} ¢) {i 1_0} f) {ig}

AL 326 Fie polinomul f = X% —5X3+2X2% - 3X +1 cu radacinile complexe
x1, Ta, T3 1 T4. Sa se calculeze valoarea expresiei

1 1 1 1

2—ZE1+2—ZE2+2—1‘3+2—CE’4'

21 23 21
f

a) 0 b) 1 c) 23 d) 7 e) 51 ) ~53

AL 327 Fie polinomul f = X? + 5X + 3 cu radacinile z;, xo, x3. S& se
determine polinomul care are ca radacini pe 23, 23, 23.

a) X3 +15X%+10X — 7 b) X? —5X2+25X +5
c) X34+10X%2+25X —9 d) X3 —10X%2-5X +3
e) X3+ 15X% —5X +5 f) X3 —10X2+25X — 9

AL 328 Sa se afle a, b, c € R gtiind ca solutiile ecuatiei
zt 4 ax® + b2 +cx +64=0

sunt numere naturale in progresie geometrica cu ratia numar natural.

a) a=>5,b=067,¢c=100 b) a=—15,b="70, c = —120
c)a=15,b=70,c =120 d) a=—-5,b=067,¢c=100
e)a=15,b=—70, c = 120 f)a=5,b=—67,c=—100
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AL 329 Cate polinoame de forma P(X) = X% +aX + b, a,b € R, au propri-
etatea ca raddcinile lor satisfac conditiile 23 = o gi 23 = 2 ?

a) niciunul b) 100 c) 4

d) 1000 e) o infinitate f) unul

AL 330 Fie polinomul P(X) = X3+ aX?+bX +c¢, a,b,c € R, cu radacinile
T1, X2, r3 simple. Sa se determine valoarea expresiei

.T1P/<331) + .CEQP,(.’L"Q) + .Z'SP/($3)

a) 0 b) 9¢ — a? + 2ab c) 2ab — a® — 9c
d) 4ab — 9c — a3 e) 9¢ + a* — 4ab f) ¢ —a+be

AL 331 impérgind polinomul X® la X — 1 se obtine catul ¢; si restul rq,
impartind polinomul ¢; la X — 1 se obtine catul gs si restul ry, iar continuand
procedeul si definind recursiv polinoamele g1 si restul r;,4 ca fiind, respectiv,
catul si restul impartirii lui g, la X — 1, pentru orice k € {1,2,...,7}, sa se
determine rs.

a) 1 b) 2 ¢) 7 d) 70 e) 100 £) 700



172 CULEGERE DE PROBLEME



PROBLEME DE TRIGONOMETRIE SI GEOMETRIE
PLANA (simbol TG)

TG 1 Si se calculeze sin? 120° — cos? 30°.

a) —/3 b) —v/2 c) —1 d) 0 e) 1 f) V3

2
TG 2 Fie z € (0,7) astfel incat cosz = g Sa se determine tgx.

b) 1 c) V3 d) -3 e) —1 f) —?

x
TG 3 Se considera expresia E(x) = sin —+cosz, unde x € R. Sa se calculeze

&)
VR
w|§
~~

TG 4 Valoarea lui a € (0, 7) pentru care 2 cos(m —a) — 1 = 0 este:

U U 2m o T 5
y . G L. m
TG 5 Sa se calculeze sin(2x) stiind ca sinx = S siz€ <§,W> :
2 1 2
T T N S T D AN
2 2 2 2 2

173
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1
TG 6 Se considera functia f : R — R, f(z) = sin(2z). Daca f(a) = 3
atunci f (a + g) este:

2V/2
3

22

a) b) 3

TG 7 Se considera urmatoarele propozitii matematice:
(1) sin 144° = cos 54°; (71) cos2018° = — cos 38°;
1 — cos 30°
(i40) tg? 15° = — 20~

14 cos30°
(v) (ctg10° — ctg80°) cos 70° = 2sin 110°.

3
(iv) sin® 5° + sin? 45° + sin® 85° = >

Cate dintre afirmatiile date sunt false?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

TG 8 Care dintre numerele:
a = coshb’, b=sin155°, ¢ =sin15°, d = cos 170°, e = cos 100°, f = sin 106°
este cel mai aproape de zero?

a) a b) b c)c d) d e)e f) f

TG 9 Sa se calculeze tga + tgb, daca a,b € (0,7) \ {g} astfel Incat cosa +

cosb = 0.

a) tgla+0b) +1 b)1  ¢)2tga d)o e -1 f) 2tgb

TG 10 Daca sina = g, a € (g, 7T), atunci cosg este egal cu:
4 4 5 V10 5 V10
I S R I A R e -2
5 5 5 10 5 10
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TG 11 Fie x un numar real pentru care ctg (% — x) = 2. Sa se calculeze
tgx.

y 3a ., L o.a V3 T
TG 12 Sa se calculeze cos OR stiind ca sin 3= 3 siaé€ (0, 5)

< . . o . ., s
TG 13 Sa se determine partea intreaga a numarului tg— + ctg— .

12 12
a) —4 b) —3 c) —1 d) 3 e) 4 f) 5
‘ T T . :
TG 14 Fiex € (O, Z> astfel ca tg (x + Z> = 2. Sa se calculeze sin x.
2 1 1 1 1
N 4 (L 1 A R
2 2 10 4 3 4
TG 15 Sa se determine valoarea maxima a expresiei
E(z) = sin (7m+%) + cos (7rx—|—%> , reR.
1 1
R e L Y Y | < R SR
3 2 2
TG 16 Si se calculeze sin® ~ + cos® g .
17 3 3 7 7 19
-0 Bl 2 - - £ =2
%) 3 b) 76 93 D35 °) 16 ) 3
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3 5 7
TG 17 S4 se calculeze sin? % + sin? % + sint % + sin? 1—2 .
2 3 1 3
a)\/T_ b) 1 o) % Q)5 e)g £) V3

TG 18 Fie E(z) = cos® z+sin® x definita pentru orice » € R. Sa se determine
raportul dintre valoarea maxima si valoarea minima a expresiei.

V3 1 1 1 V3
Yo i - bt £ _v°
a) 5 b) 3 c) 5 d) 5 e)0 ) 5
TG 22 Fie a i b doua numere reale astfel incat
1
sina +sinb =1 si cosa + cosb = 3
Sa se calculeze cos(a — b).
3 3 1 1 1 1
2 2 ht - ht £) =
%) 3 b) 3 ° 3 -3 ©) 3 ) =3
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TG 23 Fie functia f(x) = cosz—sinx. Sa se determine cea mai mica valoare
a lui f pe intervalul [g,w] .

a) —1 b) —3 c) —V3 d) —v2 e) —= f) —2

TG 24 Fie f : (—%,%) — R, f(z) = sinz + v/3cosz. Si se determine

imaginea functiei f.

a) (—1,V3] b) (~1,2 ¢) [~1,2
d) (_\/gv 1} e) [_17\/3] f) (_\/gvl)

TG 25 Fie ABCD un dreptunghi cu AB = 10 si BC = 2/5. Daci DE L
AC, F € AB si DEN AC = {Q}, sa se calculeze AQ.

NVCUR R . S

CT d)3 6)2 f)4

TG 26 Intr-un triunghi dreptunghic ABC' au loc relatiile cos B > cos C' si
tg B+ tgC = 6. Sa se calculeze sin B — sin C.

a) ——— b)) —— c) —V/2 d) v2 e) ? f) %3

TG 27 Fie triunghiul ABC cu AB =4 i m(B//E’) = 30° astfel incat latura
(BC) are cea mai mica valoare posibila. Daca punctul P este egal departat de
laturile triunghiului, sa se calculeze AP.

a) V3 b) 2 c) 2v/2 d) 3 e) 2v/3 f) 1

TG 28 Lungimea ipotenuzei triunghiului dreptunghic in care intre catete

~ ~

exista relatia ¢ — b = 1, iar m(C') — m(B) = 30°, este:
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a)vV3+1 b)3 ¢)3v3  d)3vV3-1 e)3++V3  f)2V3.

. Sa

=] =

TG 29 Fie triunghiul ABC' de laturi a,b,c cu b=>5, c =8 gi cos A =

se afle a.

a) V69 b) V109 ) V89 d) 89 e) 109 f) 69

TG 30 Fie triunghiul PQR cu PQ =4, QR =5 si RP = 7. Sa se determine
cos(]gQ\R).

29 1 1 4 ) 4
= - - = he £ =
") 35 -5 97 47 °) 7 ) =3
TG 31 In triunghiul ABC, AB = 4v/3, AC =4, sinC = - Sa se calculeze
sin .
V2 1 V3 1 V2
vy - 1 Yo ht £ Y=
D w91 9% 93 Y

TG 32 Aria triunghiului ABC este 10 m?. Sa se determine AB stiind ca
AC = 4 m si unghiul BAC are 30°.

10 10v3

a) —m  b)bm C)Tm d)10m  e)20m f) 8 m

TG 33 Intr-un cerc curaza de 4 ¢m se inscrie un triunghi ABC' ce are unghiul

ABC de 30°. Si se determine lungimea laturii [AC].

a)2cem  b)3em c)dem  d)4V3em  e)3V3em  f) 2V3em
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TG 34 Fie triunghiul ABC cu AB = 2v/3, AC = 6 i tg A = —/2. S& se
determine BC'.

a) 6v/2 b)2v/6  «¢) 3v2 d)3v3  e)3V6 f) 6v/3

TG 35 Fie triunghiul ABC cu AB = 3, BC =8, CA = 7 ¢i punctul P €
(BC) astfel incat BP = 6. Sa se calculeze AP.

a) % b) %g c) 33 d)5 e) 337 f) 4v/3

TG 36 Triunghiul ascutitunghic ABC are AB = 6, AC = 8 i aria egala cu
16v/2. S& se determine sin C.

2V/34 b4@ 2V/42 d4m V2 fﬁ
7 Mg 9 D o ) 5

2) 17 2

TG 37 Un triunghi are aria 2v/3, perimetrul 12 si un unghi de 60°. S& se
afle lungimea razei cercului circumscris triunghiului.

5v3

V3 d) 2

e) f) 2v/3

TG 38 Se considera punctele A, B,C astfel incat AB = 5, AC = 8 si

m(B//E’) = 60°. Sa se calculeze lungimea minima pe care o poate avea un
segment [AP] atunci cand P este un punct variabil pe dreapta BC'.

a) b b) 7 -3 c)@ d)% e)ﬁ

TG 39 In triunghiul ABC' de arie 3v/15, suma patratelor lungimilor laturilor
este egala cu 116. Sa se calculeze ctg A + ctg B + ctg C.



180 CULEGERE DE PROBLEME

29/15 b) 29/5 0 29/3 3v/29 ) 29/5 f 5v/29
45 3 5 5 45 3

a) d)

TG 40 Se considera un triunghi cu proprietatea ca lungimile laturilor sale
sunt trei numere naturale consecutive si unul din unghiuri are masura egala
cu dublul masurii altui unghi. Atunci suma lungimilor laturilor sale este:

a) 15 b) 12 c) 18
d) 30 e) 45 f) nu exista un astfel de triunghi.

TG 41 Se considera triunghiul ABC cu AB = V3, AC =+/2 si m(fAl) = g
Sa se determine lungimea bisectoarei (AD), D € (BC'), a unghiului BAC.

a) 3—+6 b) V2 -6 c) V6 —2

d) 3v6 -6 e) V6 —6 f) 3v/6 — 3

TG 42 Se considera triunghiul ABC' cu perimetrul
P =3V2+2V3+V6

si masurile unghiurilor direct proportionale cu numerele 3, 4, 5. Sa se afle aria
triunghiului ABC' .

a) V6 + 2 b) V6 +3 ¢) V3+3
d) 43 e) 3v3+3 f) 6+ /2

~ 3
TG 43 Se considera triunghiul ABC' de laturi a, b, ¢, in care m(C') = %, iar
2
~ b
m(B) = g Sa se calculeze F = 4% -7

a)v2 b)3 ¢)V2+3 d) 4 e)3v3+3 f)v2-1
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TG 44 Triunghiul ABC are o latura de 9cm si perimetrul de 50 cm. Sa se
calculeze aria maxima pe care o poate avea triunghiul.

a) 90 cm? b) 120 cm? c) 120v/2 cm?

d) 200 cm? e) 400 cm? f) 300v/2 em?

-~

TG 45 In triunghiul ABC, AB = 2v/3BC si m(a) = m(A) + 30°. Sa se
calculeze sin B.

=
N
|

S~—
[GVIN )

TG 46  Fie GG centrul de greutate al triunghiului echilateral ABC' ce are aria
egala cu 18. Se noteaza cu Mg multimea punctelor din interiorul triunghiului
situate mai aproape de GG decat de oricare dintre varfurile triunghiului. Sa se
calculeze aria multimii M.

a) 6 b) 6v/3 c)9 d) 9v/3 e) 12 f) 15

TG 47 Fie hexagonul regulat ABCDEF cu AD N BE = {O}. Se considera
afirmatiile:

(i) OA+ OB +OC + 0D + OE + OF = 0: (i) OA +OC = OB;
(iii) OB + OD + OF = 0; (iv) AO — FO = FA:
(v) OA+ AB + BO = 1; (vi) CF = —2AB + BC.

Cate dintre afirmatiile de mai sus sunt corecte?

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6 f) 1

TG 48 Asupra unui corp punctiform actioneaza doua forte cu aceeasi origine,
una de 8N si cealalta de 7TN. Sa se calculeze marimea fortei rezultante, stiind
ca unghiul dintre cele doua forte este de 60°.
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a) 13N b) V4IN c) VIIIN
d) 15N e) V113 +56y/3N f) 14N

TG 49 In triunghiul echilateral ABC' de latura 3, punctele P si ) impart
latura (BC) in trei parti egale. Daca G este centrul de greutate al triunghiului

ABC, sa se calculeze lungimea vectorului C? + Cﬁ

a) — b) V3 c) 2 d) %ﬁ e) 2v/3 f) 3v/3

TG 50 In sistemul cartezian de axe de coordonate se considers punctele

0(0,0), A(6,0), B(6,4) si M mijlocul segmentului [AB]. Daca OM = ai + by,
atunci a + b este:

a) 8 b) 10 c)4 d) 7 e)9 f) 6

TG 51 In patratul ABC'D cu latura de 6, punctele M si N apartin laturii

BM BN 1 —
(BC) astfel incat UC - BC — 3 Sa se calculeze lungimea vectorului AM +
—
AN.

a) 12 b) 4v/10 @% d) 13 e) 83 f) 9v/2

— - = - =
TG 52 Se consideré vectorii PA =41 + 7, ﬁ = 214 + 27, respectiv

P? = Z' +a ] a € R. Sa se determine valoarea lui a pentru care punctele
A, B, C sunt coliniare.

) % b) 2 o) g Q-L o1 £) 3
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TG 53 Fie M mijlocul laturii [BC| a triunghiului ABC'. Pe laturile [AB] si
[AC] fie respectiv punctele D si F astfel ca AB =3-AD ¢i AC =2- AFE, iar
{F} =AM N DE. Sa se determine valoarea parametrului real k pentru care

k-AF — AB + AC.

a) 1 b) 2 c)b d) 0 e) —1 f) 4

TG 54 Fie G centrul de greutate al triunghiului neechilateral ABC, iar H
ortocentrul sau. Valoarea parametrului real k£ pentru care are loc egalitatea

HA+HB+HC =k HC

este:

a) 1 b) 2 c) b d) 3 e) —1 f) —3.

TG 55 Sase calculeze perimetrul triunghiului ABC stiind ca M (1,1), N(5, —1),
P(3,5) sunt mijloacele laturilor sale.

a) 45 b) 12v/5 ¢) 8v/5 +4v/10

d) 30 e) 8v/5 + 12 f) 6v/5 + 14

TG 56 Fie triunghiul ABC cu A(1,3), B(—2,—4), C(5,—1) si dreapta d de
ecuatie r —y — 2 = 0. Atunci:

a) Aed b)d L BC c)dN[AB] =10

d) d este bisectoarea unghiului ABC e) d||BC

f) niciunul dintre raspunsurile anterioare nu este adevarat.

TG 57 Fie punctele A(1, 1), B(2,1), C(—1,-4), D(2,3), P(a,b), unde a,b €
R. Sa se calculeze a - b stiind ca punctele A, B, P, respectiv C, D, P sunt coli-
niare.
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28 10 21 11
= - - - 1 £) 2
2) 55 b3 °) 16 BT ) )

TG 58 Se dau punctele A(2,3), B(—1,2) si C(3,6). Fie y = ma + n ecuatia
medianei dusa din A in triunghiul ABC. Sa se calculeze m + n.

a) 6 b) 4 c) —6 d) —4 e) 3 f) -3
TG 59 Punctul P(%, %), situat pe cercul trigonometric, se roteste in sens
trigonometric in jurul originii cu 90°. Fie (a,b) coordonatele sale dupa rotire.
Sa se calculeze log, %’ .
3 3 3 3
a) ~2 b) 1 log,3  ¢)log,3 — 1 d) 1 e) log,3 f) log,3

TG 60 Se da triunghiul ABC cu A(—1,3), B(—2,—4), C'(2,6). Sa se cal-
culeze distanta de la punctul O(0,0) la punctul de intersectie dintre dreapta
suport a medianei din A cu dreapta suport a inaltimii din B.

a)2v/65  b)V2I8  ¢)3v34  d)16  e)8V5 f) 8v/6

TG 61 Pornind din punctul A de coordonate (6, —1), un punct mobil notat
P se indeparteaza cu viteza constanta de acesta, echidistant fata de dreapta
d:x+2y+2 =0, traversand primul cadran. Sa se calculeze distanta parcursa
de P intre cele doua axe de coordonate.

b)2v5  c)4 d) —=  e) 32 f) 21/6

N ©

a)

TG 62 Fie P(a,b) punctul egal departat de punctele A(2,2++/3), B(—1,2),
C(0,—-2 — v/3). Atunci a + b este egal cu:

1++3 2+3

a) 2 b) V3 c) 5 d) 5
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TG 63 Se considera punctele A(—1,0), B(2,3), C(-3,—4), D(4,3). Pe
dreapta C'D se alege punctul P astfel ca m(APC) = m(BPD). Sa se cal-
culeze distanta de la P la originea sistemului de axe de coordonate.

2 2 2 3

a) V3 b) g c)

TG 64 Sa se calculeze distanta dintre dreptele paralele dy : 3z +4y —10 =0
sidy:y=mx+5, unde m € R.

2) 1 b) ¢) 2 ) g ) 3 £) 273

TG 65 Fie punctele A(0,4) si B(4,0). Punctul C(a,b) apartine segmentului
[AB] astfel ca B~ A Sa se calculeze a — b.

a) b) 4v/5 — 8 c)% d) 1 e) 2v/2 — 2 f) 2v/5 — 4

W] o

TG 66 Fie trapezul dreptunghic ABCD cu AB||CD, DA 1. AB, AB = 6,
AD = CD = 3. Daca M este mijlocul lui (AB) si N € (DC) cu CN =1, la
ce distanta de A se intersecteaza dreptele M N si BC ?

3v10
2

9 24 47
e 9 i 20
b) 5 ) 2v5 d) e e) 10

a) f) 5

TG 67 Prin simetricul punctului A(—2,3) fata de punctul B(1,2) se duce o

dreapta d paralela cu prima bisectoare. Sa se calculeze distanta de la punctul

A la dreapta d.

3v2 .
2

A XS BVEZ o2 d) )4/2 D)5
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TG 68 Fiecarui numar natural n i se asociaza punctul P, de coordonate

nm nm
(cos ER sin ?> . Cate drepte ce contin cel putin doua din punctele conside-

rate pot fi construite?

a) 3 b) 6 c) 15 d) 30 e) 45 f) o infinitate

TG 69 Fie O(0,0), A(—1,4), B(5,1). Sa se afle coordonatele punctului C'
astfel ca simetricul lui fata de dreapta AB sa fie centrul de greutate al triun-
ghiului AOB.

) (1552 b (2.3 o (5-7)

DGE () el

TG 70 Un punct din primul cadran situat pe o dreapta d se numeste bine
plasat daca distanta de la el la origine este un numar natural. Cate puncte
bine plasate contine dreapta d : 2z +vy — 4v/2 =07

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

TG 71 Fie P punctul egal departat de laturile triunghiului ABC, unde
A(1,1), B(4,5) si C(5,4). Sa se calculeze distanta de la P la dreapta AB.

104+ v2 10 — V2

10 + 2 N
14 14

7 d)

f)

Wl N

a)% b)% )

TG 72 Fie punctele O, A, B, C astfel incat 0—121 + O@ = (ﬁ, unde O(0,0),
A(4,1), B(1,2). Prin C se duce o dreapta ce face unghiul 6 cu (Oz, unde

1
cosf = 3 ce intersecteaza dreapta OA in punctul D. Sa se calculeze aria

triunghiului OCD.
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27 b 1099 — 98v/2 0 10v2 -7
2 254 2
10v/2 -3 13 13

= ) ==
4 — °) )

TG 73 Fie A(2,0),B(0,4) si C(5,a) astfel incat triunghiul ABC' este isoscel
de baza AB. Daca O(x,, y,) este centrul cercului circumscris triunghiului ABC,
sa se determine x, — ¥,.

a) —1 b) —— c) e) 1 )0

TG 74 Fie punctele A(1,3),B(3,5) si C(c,c), ¢ € R\ {3}. Daca {P} =
CANOx, {Q} = CBN Oy, sa se determine coeficientul unghiular al dreptei
PO.

a) 1 b) 2 c) —= d)

TG 75 Fie A(3,0), B(0,3) si fie C(a,b) pe dreapta  +y = 8 astfel incat
triunghiul ABC' este isoscel de baza AB. Daca H(x,yo) este ortocentrul tri-
unghiului ABC, sa se determine xg + .

a) — b) — c) — d)g e) 6 f) 4

TG 76 Fie A un punct variabil pe dreapta y = x4+ 1, iar B proiectia lui A pe
dreapta de ecuatie x = 3. Atunci mijlocul segmentului (AB) apartine dreptei:

a)x =y b) y =2z c)r+y=1
d)y=2x—2 e)r+y=2 f)y=2+1
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TG 77 Pe laturile AB, BC,CA ale triunghiului de varfuri A(4,0), B(3,0) si
C'(1,4), se considera respectiv punctele M, N, P astfel incat

MA NB pPC 1

MBS NCT?% PAT 6

Sa se studieze daca dreptele AN, BP si C'M sunt concurente si in caz afirmativ
sa se gaseasca coordonatele punctului de concurenta.

19 12 1
a) nu sunt concurente b) (% ,€> c) (5 , 4)

222 o ol

TG 78 Pe laturile AB si BC' ale triunghiului de varfuri A(3,0), B(0,4) si
C'(2,5) se considera respectiv punctele M, i N astfel incat

MA NB

W:CL, N—O:b, a,b>0.

Pentru ce valori ale lui a i b distantele de la punctul 7, de intersectie a dreptelor
AN si CM, la cele trei laturi ale triunghiului ABC' sunt egale intre ele?

V1 2 2
a)a=2V5b=1 b)az%,bz%{? ca:5\/_

d)a=2,b=2 e)a:\/Tg,b:

[\
—
S~—
S
I
S
>
I

TG 79 Simetrica dreptei d : y = 2 —x fata de punctul A(2, —3) intersecteaza
axele de coordonate in punctele P gi (). Sa se calculeze aria triunghiului POQ.

TG 80 Se considera punctele A(1,0) si C(3,1). Daca (AC) este o diagonala
a patratului ABCD, sa se afle coordonatele varfurilor B i D.
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12 3 77 8 2 5 5 5 1 3 3

a) = 10\ E b) 59 o )\ 509 C) a9’ alo\ara
) ) 55 37 3 33 2" 2 2°2
7 1 4 4 13 11 8 29

d) (gy_g) ) (§7§> e) (37_2_()) 3 <57%) f) (27_1)7(171)

TG 81 Se considera dreptele concurente dy : x4+2y—9=0,dy : —2y+3 =10
sidy:2rx+ay—3=0,a € R O dreapta d ce trece prin punctul O(0,0)
intersecteaza dreptele di, ds, ds respectiv in punctele distincte A, B, C. Sa se
afle panta dreptei d astfel ca (AB) = (BC).

TG 82 Se dau punctele A(4,0) si B(0,2). Fie M, N proiectiile punctului
P, mijlocul segmentului (AB), pe Oz, respectiv Oy. Daca @ este punctul
de intersectie al perpendicularei in B pe dreapta AB cu dreapta M P, iar R
punctul de intersectie al perpendicularei in A pe AB cu dreapta NP, sa se
calculeze aria patrulaterului ABQR.

25
2

23

D
5 c) 10 d) 3 e) 25 f) 27

a) b)

TG 83 Prin punctul A de intersectie al dreptelor
di:rx+y—2=0 si dy:2x—y—4=0

se duce o dreapta d paralela cu prima bisectoare. Fie P un punct oarecare
al dreptei d, diferit de A. Sa se arate ca raportul distantelor de la P la d,
respectiv la dy este constant si sa se determine valoarea lui.

10
3

13

1 d) v/10 e) 2v/5 f) 2v/3

a) b) 3 c)

TG 84 Fie punctele A(2,1), B(6,1),C(4,5) si multimea M 4 a punctelor din
primul cadran situate mai aproape de A decat de celelalte doua puncte date.
Sa se calculeze aria multimii M 4.
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TG 85 Multimea punctelor P(x,y) aflate la distanta r de punctul Q(a,b)
formeaza cercul de centru @) i raza r. Sa se determine ecuatia ce descrie acest
cerc.

a) (r—a)*+ (y—0b)*=1r? b) 22 + y* — 2ax — 2ay —r* =0

o) (x+a)P+(y+b)?=r" P+ +d+0-1r"=0
e) (r—a)+(y—0b?*=r f) 22 +y* +2ax + 2ay + a®> + V> =12 =0

TG 86 Se considera punctele A(3,0) si B(0,4). Fie punctul @ situat in
interiorul triunghiului OAB aflat la distanta r de fiecare latura a acestuia.
Sa se determine care din urmatoarele ecuatii este verificata de toate punctele
P(z,y) ce se afla la distanta r de punctul Q.

1
a)z? +y?—2x—2y+1=0 b)xz—l—yQ—x—y—E:O
¢) 224+ 12 —2v22 — 22y +3 =0 d) 22 —y* - 22 -2y =0
e) 2 +y P +2r+2y+1=0 f) 22 +y*—2x —2y—1=0

TG 87 Dintre toate punctele P ale caror coordonate (z,y) verifica ecuatia
(x —4)? + (y — 3)? = 4, s& se determine cel mai apropiat de O(0,0).

a) (% %) b) (§ g) 0 (4 v3,2)

d) (2,3) e) (4,1) f) (3,3 —V3)

TG 88 Sa se determine m € (0,+/10) pentru care exista punctele N si P
situate in primul cadran astfel incat ON = OP = /10 gi M N P() este patrat,
unde M (m,0) si Q(0,m).

VIO 25 v

a) — b) 1 c) 5 e) 2 f) V5



PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA

(simbol AM)

0 —1
AM 1 8Sa se calculeze lim .
x—1 1 — 1
a) 10 b) —9 c) 1 d) —1 e) 11 )9

inz? —In(z?2+1
AM 2 8Sa se calculeze lim S o n(z”+1) )

x—0 xQ
2) 0 b) & o1 d) 2 ) —1 )+
2 2
g ot 2T
AM 3 Sa se calculeze lim .
z—2 2T — 4
1
a) —1 b) 1 c)In2 d) — e)lnyv2 f)e
In2
12x
AM 4 8Sa se calculeze lim M .
z—oo In (1 + 63“@)
a) 4 b) 3 c) 12 d) e e) +oo f) 1
1—/t
AM 5 8Sa se calculeze lim gx3 )
=T 2 —tgr —tg’x
1 1 1 1
- - 1 - £) ——
a) 5 b) 0 c) 1 d) e) 3 ) 5
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AM 6 Sa se calculeze limita lim (gj + W) .

T—00 Xr — T

AM 7 Sa se calculeze lim z*.

z—0

x>0

a) 0 b) 1 c)e d)

In (22 +1) — z?
AM 8 8Sa se calculeze lim n(z”+1)—coszte .
x—0 ]_01’2

AM 9 Se considera functia f : R — R, definita prin f(z) = e*(sinx — cos z).
Sa se studieze existenta limitei lim f(z) §i In cazul in care aceasta exista sa
T——00

se determine valoarea sa.

a) —oo b) 0 c) +oo d) —1 e) 1l f) nu exista

1
AM 10 Sa se studieze existenta limitei hII(l) (v/7)* gi in cazul in care aceasta
T—

exista sa se determine valoarea sa.

a) 1 b) +o0 c)m d) /7 e) 0 f) nu exista

AM 11 B5a se studieze existenta limitei

) Al i 1
lim z <612+1 — er)
Tr—r00

si in cazul In care aceasta exista sa se determine valoarea sa.
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a) 0 b) 1 c) —1 d) 2 e) nu exista f) 2e

AM 12 B5a se studieze existenta limitei

r—o00 I

si in cazul In care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

a) 0 b) 4 c) d)1 e) nu exista f) 2
AM 13 Sa se studieze existenta limitei
: 2 T
wll_{IOlo(x zln(e” + 1))

si in cazul In care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

a)+oo  b)O0 c) 1 d) —c0 e) —1 f) nu exista

AM 14 Sa se studieze existenta limitei
lim (Vz +1—vx)Vz
Tr—00
si in cazul In care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

b) 0 c) 400 d) nu exista e) 1 f) 2

1
a)§

AM 15 8Sa se studieze existenta limitei

) 41 22+1
lim In
T—00 $2 —+ 2 3;'2

si in cazul In care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

a) 0 b) 1 c) 2 d)e e) 3 f) nu exista
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AM 16 Sa se studieze existenta limitei

. .
lim (2 — — —sinz
T——00 6

si in cazul in care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

a) —1 b) —— c) 0 d) nu exista  e) 400 f) —oo

AM 17 Sa se determine valoarea parametrului real a pentru care

lim (In(e® +a) —x) (e* +z) = 1.

T—r00

a) e! b) 0 c) 1 d) e e) —1 f) —e

AM 18 Sa se determine multimea tuturor valorilor posibile ale parametrului

a > 0 pentru care limita

tgx __ _sinx

(& (&

lim
z—0 e

exista si este un numar real nenul.

a) {1} b){2} {3}  d)(2,400) € (0,2)  ){0,3}

AM 19 Sa se calculeze

a) e b) €3 c) e7? d) e? e) 1 f) o0
. ) 223 9
AM 20 Se considera functia f: R = R, f(z) = — T Sa se calculeze
x

e (1)’
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1 1
a) 0 b) 1 c) - d) e e) e? f) =
) ) - ) ) )5
AM 21 8Sa se studieze existenta limitei
1
22 sin —
lim ——&
z—0 sinx
si in cazul In care aceasta exista sa se determine valoarea sa.
a) 0 b) nu exista c)1 d) +o0 e) 3 f) 2

AM 22 Fie functia f : [0,2] — R, f(x) = {z}(1 — {z})?, unde {z} este

partea fractionara a lui z. Sa se studieze existenta limitei lim f(z) si in cazul
z—1

In care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

a) 0 b) 1 c) nu exista d) —1 e) 2 f) g

AM 23 Fie functia f : R* — R, definita prin f(z) =

T o .
——. Sa se studieze
V2

existenta limitei hH(l) f(z) si in cazul in care aceasta exista sa se determine
T—

valoarea sa.

1
a) 1 b) 0 c) —1 d) 3 e) +0oo f) nu exista

AM 24 Sa se calculeze lim zt8*

z—0
x>0

a) 0 b) 1

195
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AM 25 Fie n € N* fixat. Sa se calculeze

x4+ a2 —n
lim .

rz—1 rz—1
a) 0 b) 1 c)n(n+1)
d) n(n;— D e)n+1 f)n

AM 26 Sa se determine parametrul real a > 0 astfel incat

22— g2
lim ——= = 32.
NN
a) 0 b) 2 c) 4 d) 1 e) 16 f) 8
AM 27 Sa se studieze existenta limitei lir% | _’ i in cazul in care aceasta
T— T
exista sa se determine valoarea sa.
a) 1 b) —1 c)0 d) In9 e) —In9  f) nu exista

AM 28 Sai se studieze existenta limitei lim (e™?*sin (2 + 1)) i in cazul in
Tr—00

care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

a) 2 b) 0 c) 1 d) —1 e) —2 f) nu exista

AM 29 Fien € N*. Sa se calculeze

. n—(cosx +cos’x + -+ cos" )
lim —
70 sin® z
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AM 30 Sa se determine a € R*, stiind ca

x—0 l‘2

AM 32 Fie f : R* — R functia definits prin f(z) = (14 22)°=.

calculeze media aritmetica a urmatoarelor trei limite:

li= lim f(z), l=1limf(x) ¢ 3= lim f(z).
T——00 z—0 T—>00
2 1 4 1
z - z 1 £ =
a) 3 b) 3 c) 3 d) 3 e) ) 5

AM 33 Sa se studieze existenta limitei

i
lim ol
o LT

197

Sa se

unde [z] este partea intreaga a lui z, iar in cazul in care aceasta exista sa se

determine valoarea sa.

a) 0 b) 1 c) —o0 d) -1 e) 400

AM 34 Sa se calculeze
. tgax —arctgx
lim ————.
z—0 sinx — x cosx

f) nu exista



198 CULEGERE DE PROBLEME

a) 0 b) 400 c) 1 d) 2 e) 4 f) —1

AM 35 Sa se calculeze

a) +00 b)

AM 36 Fie a > 0 fixat. Sa se calculeze
VIt

lim
= x? — a?
1 1 1 1 1
= = d =
Vaw o Y 9% Y Y P

AM 37 Sa se studieze existenta limitei

lim (2% + 3
T—00 [x]?’ + 3[$] ’

unde [x] este partea intreaga a lui z, si in cazul in care aceasta exista sa se
determine valoarea sa.

a) 0 b) 2 c) 1 d) 400 e) f) nu exista
AM 38 Sa se calculeze

lim In (1 + 22018) — In?"¥(1 4 )
250 22019

a) 2018 b) 0 )1 d) 1009 ) 2017  f) 1010
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AM 39 Fien € N* fixat. Sa se studieze existenta limitei

. x" —sin"(x)
3131_{% rn+2

si in cazul in care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

a) 0 b) 1 c) % d) n e) g f) nu exista

AM 40 Se considera functia h: R* — R,

1
h(z) = (a’lﬁ—l—a"’g—i—-”—i—aﬁ)x,

n

unde ay, as, ..., a, sunt numere naturale nenule si diferite de 1, n € N, n > 2.
Sa se studieze existenta limitei hII(l) h(z) si in cazul in care aceasta exista sa se
T—

determine valoarea sa.

a) 0 b) +oo c) 1 d) nu exista  e€) ajaz---a, f) Yajaz---a,

AM 41 Sa se calculeze limita lim S, unde

n—oo

n

_ p!
S"_Z(p+k)(p+k—1)...(k+1)

k=1

, p =2

SRR

AM 42 §a se determine ecuatia asimptotei spre —oo la graficul functiei

fR=R, f(z)=Va?—z+1—u=z.



200 CULEGERE DE PROBLEME

AM 43 Se considera functia f : R — R, f(z) = xarctgz. Sa se studieze
existenta asimptotelor la graficul functiei f si in cazul in care acestea exista
sa se determine ecuatiile lor.

a)y:gx—l b)y:—g:p—i—l C)y:j:gm—i—l
d) y:igm—l e) nu exista f) y:gx

AM 44 Sa se studieze existenta asimptotei spre +oo la graficul functiei

f:00,00) =R, f(x)=+/22+xln(er +1)

si in cazul in care aceasta exista sa se determine ecuatia sa.

1
a)yzx—l—i b) y =2z c)y=xz+1
2 2
d)y:\/ﬁw—i—\/?— e) nu exista f)y:\/ﬁm_{_\g

AM 45 Sa se studieze existenta asimptotelor la graficul functiei
f:(0,00) >R, f(z)=zlnz
si in cazul In care acestea exista sa se determine ecuatiile lor.

a)y=zu b)y=z+1 c)y=0
d) nu exista asimptote e)x =0 flz=0g8iy=0

AM 46 Se considera functia f : R — R, f(z) = x — sinx. Sa se studieze
existenta asimptotelor la graficul functiei f si in cazul in care acestea exista
sa se determine ecuatiile lor.

a)y=0 b)y=ux ¢) nu exista

dy=az+1 e)x=0 f) y =2z
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AM 47 Fie functia f : [2,+00) — R,

x N x
r—1 z+1°

Sa se determine ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f.

a)y=0 b)y =2 c)y=1

d)y =2z e)y==1x f) toate raspunsurile sunt false

AM 48 Se considera f: R\ {—1} — R,

ax

a € R.

f(z)

:a:—i—l’

Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului a astfel incat y = 0
sa fie asimptota orizontala spre —oo la graficul functiei f.

a) (0,+00) b) {1} c)

(_172)
d) 0 e) [0, 4+00) f) R

AM 49 Se considera f: R\ {2} — R,

2> +ax+0b
= beR.
f(x) x_2 7a7

Sa se determine toate valorile parametrilor reali a, b astfel incat y = = + 2 sa
fie asimptota oblica spre o0 la graficul functiei f.

a)a=0,b=-2 b)a=1,b=0 c)a=0,VbeR
d)a=0,b=3 e)a=-2,VbeR f)a=0,b=0

AM 50 Se considera functia f : R — R, f(z) = Va2 +2 — Va2 + 1. S& se
determine toate asimptotele la graficul functiei f.
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a) x = 0 este asimptota verticala

b) y = x este asimptota oblica spre +oo
¢) y = z este asimptota oblica spre —oo
d) y = 0 este asimptota orizontala spre +oo
e) y = 0 este asimptota orizontala spre —oo
f) y = 0 este asimptota orizontala spre +oo

AM 51 Se considera f: R — R,

arctgr, dacax <0
f(z) = §
1+ +/z, dacax > 0.

Sa se determine ecuatia asimptotei spre —oo la graficul functiei f.

T T
d) y 57 ) y=—7 )y =27z

a) y = 1 este asimptota orizontala spre + oo
r = 0 este asimptota verticala la dreapta
b) y =1 este asimptota orizontala spre — oo
x = 0 este asimptota verticala la dreapta
c) y =1 este asimptota orizontala spre £ oo
x = 0 este asimptota verticala la stanga
d) y =1 este asimptota orizontala spre £ oo

x = 0 este asimptota verticala la dreapta
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e) y =1 este asimptota orizontala spre + oo

x = 0 este asimptota verticala la stanga

f) y =1 este asimptota orizontala spre — co

x = 0 este asimptota verticala la stanga

AM 53 Fie a > 0sifunctia f: D — R,

X

fz) = :

er —a

unde D C R reprezinta domeniul maxim de definitie. Stiind ca functia f nu are
asimptote verticale, sa se studieze existenta altor asimptote la graficul functiei
f siin cazul in care acestea exista sa se determine ecuatiile lor.

a)y=0,y=—x b)y=0 c)y=0,y=x
dy=0,y=x+1 e)y=1lLy==x f) nu are asimptote
2x_x2

AM 54 Fie functia f: D CR = R, f(z) = , unde prin D s-a notat

T —2
domeniul maxim de definitie. Sa se determine ecuatiile asimptotelor la graficul
functiei f.

a)r+y+2=0 b)y=xz—2 c)x =2
dy=2—=x e)r=2,y=—x—2 fYy=xx+2

AM 55 Se considera functia f : R — R, f(z) = = + /|1 — 22|. Céte dintre

urmatoarele propozitii sunt adevarate?
Py f nu admite asimptota orizontala spre —oo.
Ps: f admite asimptota oblica spre —oo.
P3: Axa Ox este una dintre asimptotele functiei f.

Py: f admite cel putin o asimptota verticala, printre care dreapta de ecuatie
z=1.
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Ps5: f admite cel mult o asimptota orizontala.

Ps: f admite exact o asimptota oblica, care este o dreapta ce trece prin
origine.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AM 56 Fie f: (—00,0] — R o functie continua astfel incat dreapta de ecuatie
y = 2z este asimptota oblica spre —oo la graficul functiei f. Cate dintre
urmatoarele propozitii sunt adevarate?

Py: Dreapta de ecuatie y = 2z este asimptota oblica spre +oo la graficul
functiei f.

Ps: Dreapta de ecuatie y = —2x este asimptota oblica spre oo la graficul
functiei f.

P3: Nu se pune problema existentei asimptotei spre +oo la graficul functiei

f.

Py: Dreapta de ecuatie y = 0 este asimptota orizontala spre —oo la graficul
functiei f.

Ps: Dreapta de ecuatie z = 0 este asimptota verticala la stanga la graficul
functiei f.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AM 57 Fie functia f: R — R,

fla) = g{ﬂ dacd z # 0

a, daca z =0,

unde [x] reprezinta partea intreagd a lui € R. Sa se determine valoarea lui
a € R pentru care functia f este continua in punctul z = 0.
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AM 58 Se considera functia f : [0, 7] — R,

e daca z € [0, 1]

flz) = asin(z — 1)

m s dacéxe (177'('].

Sa se determine a € R astfel incat functia f sa fie continua pe [0, 7].

a) 2e3 b) —=3e?  «¢)e d) 3¢? e) —3e3 )0

AM 59 Fie functia f: [0,1] — R,
. T o
xsin—, daca z € (0,1]
flz) = v
0, daca x = 0.
Sa se precizeze care dintre raspunsurile de mai jos este corect.
a) f este continua pe [0, 1]

b) f este discontinua in punctul x =0

N | —

c) f este discontinua in punctul z =

d) f are limita nenuld in punctul z =0
e) f este discontinua in punctul z = 1
)

f) f nu admite limita in punctul x =0

AM 60 Si se studieze posibilitatea prelungirii prin continuitate a functiei*

T 37T 1+tgg
f:(—,—)\{ﬂ'}%R, flx)=In|l—F

in punctul 7. In caz afirmativ, sa se precizeze si expresia functiei prelungite f.

4Fie f : (a,c)U(c,b) — R o functie continud pe fiecare din intervalele (a, c) si (¢, b) . Daca

I =1lim,,. f(x) existd si este finitd atunci f : (a,b) — R definitd prin f (z) = f (z) pentru
x #cdl f(c) =1 este o functie continud, numitd prelungirea prin continuitate a lui f.
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. o ~ 1. 1+sinz
a) f se prelungeste prin continuitate la f () = = ln ————
2 1-—sinx
, o - fla), z#7
b) f se prelungeste prin continuitate la f (x) = |
, rT=T7
c¢) f nu este prelungibila prin continuitate in z = 7
~ 1.1
d) f se prelungeste prin continuitate la f (z) = = 1In ﬂ
2 1-—sinx
N f@), z#n
e) f se prelungeste prin continuitate la f (z) = ¢ 1
5, xr =T
1. 1+4coszx

f) f se prelungeste prin continuitate la f(x) =—1In

AM 61 Sa se studieze posibilitatea prelungirii prin continuitate a functiei

_ sin(3arccosz)

f:(-1L,1) =R, f(z)= i

in punctele a = —1 i b = 1. In caz afirmativ, sa se precizeze si expresia functiei
prelungite f.

a) f nu este prelungibila prin continuitate la [—1, 1

[

b) f se prelungeste prin continuitate la f (z) =

c) f se prelungeste prin continuitate la f(x)

d) f se prelungesgte prin continuitate la ]?(x) =
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-3, r=—1
e) f se prelungeste prin continuitate la fv(x) =< flz), ze€(-1,1)
3 r=1

f) f se prelungeste prin continuitate la f(x) =

f(z), ze(-1,1)
3, re{-1,1}

AM 62 Fie functia continua f : [1,100) = R, f(z) = (a + {z})(b — {z}),
a,b € R, unde {z} reprezinta partea fractionara a lui . Daca Imf = [m, M|,
sa se determine M — m.

a? + b? (a+b)?

c)a*+a d)ab  e) 5 f) 1

DO | —

AM 63 Se considera functiile f, g : (0,e) — R, definite prin

I EZ daca z € (0,1) . f(In(z + 1))
f) = {x+ 1 dacizeLe) PN I = LA

Daca notam cu

A={x € (0,e): g este discontinua in z} i S = Za,

acA

sa se determine S.

a) 1 b)1+e c)l—e d)ye—1 e) 0 f) e

AM 64 Fie f: D CR — R,

f(z) = |¢* — 4z] arcsin L

Tz

unde D este domeniul maxim de definitie al functiei f. Sa se determine
multimea punctelor de continuitate ale functiei f.

a) [LL4) D) [1,4]  ¢)(0,00) d)[L,00) ) (l,00) f)[l,00)\ {4}
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AM 65 Se considera functia f: D C R — R, definita prin

2]

x) = arcsin ,
f@) T+ Ja]

unde D este domeniul maxim de definitie. Sa se determine multimea C' a

punctelor de continuitate ale lui f, respectiv multimea D; a punctelor de deri-
vabilitate ale lui f.

a) C' =Dy =(0,00) b) C' = [0,00), D; = (0,00)
c)C=D;=R d)C =D =R*
e) C:R, D1 =R* f) C= [—1,1], D1 = (—1,1)

AM 66 Fie functia f: R — R,

r+Inz, dacaxz >1
fle) =

x2, daca z < 1.

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

~

a

b

f este continua si derivabila doar pe (—oo,1) U (1, 00)

f este continua pe R si derivabila doar pe (—oo, 1) U (1, 00)

~—

(
f este continua pe R si derivabila pe R cu 2f (1) = f'(1)

~—

C

d

~—

f este continua pe R si derivabila pe R cu f (1) = f'(1)
e

f

~

f este continua pe R si derivabila pe R cu f (1) = 2f'(1)
)=—f"(1)

f este continua pe R si derivabila pe R cu f (1

AM 67 Se considera functia f : R — R,

B |z — 1|

f(x)

em

Sa se studieze derivabilitatea functiei in punctul ¢ = 1 si in caz afirmativ sa
se calculeze f'(1).
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1 1
a) f este derivabila si f'(1) = - b) f este derivabila si f'(1) = -
c) f este derivabila si f'(1) =0 d) f nu este derivabila in 2o = 1
e) f este derivabila si f'(1) =e f) f este derivabila si f'(1) = —e

AM 68 Se considera functia f : D — R, f(z) = Vsinz?, unde D este
domeniul maxim de definitie. Sa se studieze derivabilitatea lui f in punctul

2o = 0. In caz afirmativ si se determine f'(0).

a) f este derivabila si f'(0) = —1 b) f este derivabila gi f'(0) =1
¢) f nu este derivabila in 2y =0 d) f este derivabila gi f'(0) =0
1

e) f este derivabila si f'(0) = 2 f) f este derivabila si f'(0) = 3

AM 69 Sa se determine parametrii reali a, b astfel incat functia f : R — R,

224+ a, dacax <2

fz) =

axr +b, dacax > 2

sa fie derivabila pe R.
=0 b)a=3, b=0 c)aeR, b=5

d)a=3, beR e)a=4, b=1

AM 70 Se considera functia f: R — R,
e*(asinx + beosz), dacax <0
flo) = { x\/m, daca x>0 .
Determinati parametrii reali a, b astfel incat functia f sa fie derivabila pe R.

a)a=1,VbeR b)a=b=0 c)VaeR b=0

d)a=1,0=0 e)a=b=1 f) nu exista a,b € R.
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AM 71 Fie functia f : R — R, definitd prin f(z) = |z* — 3z + 2|. Sa se
determine multimea D; a punctelor de derivabilitate ale functiei f.

a) Dy =R\ (1,2) b) D; =R\ {1,2} ¢) D, =R\ {1}
d) D; =R\ {2} ) Dy =R\ {-1,-2}  £)D, =R\ (-2, —1)

AM 72 Fie functia f: D C R — R, definita prin

o= 22T

Determinati domeniul maxim de definitie D si domeniul de derivabilitate D;.

a) D=D;=(—00,—-1)U(1l,+00) b) D= (—00,—1)U][l,+00)
Dy = (=00, —1) U (1, 400)
¢) D=D;=(—00,—1]U(1,+00) d) D=R\(-1,1]
Dy = (—o0,—1) U (1, +00)
e) D=R\{1} f) D=D;=R\{-1,1}
Dy =R\ {-1,1}

AM 73 Fie functia f : R — R, f(z) = min {2, 25 2° 27} . Daci notam
A={x €R: f nueste derivabila in z},

atunci S = Y x? este:
z€A

a) 1 b) 2 c) 3 d) 0 e) 4 f) 5

AM 74 S se calculeze derivata functiei f : R — R, unde f (z) = (2% + 1)12“.
a) 22 (22 + 1)" ' In (22 + 1) + 1] b) 2z (22 + 1) T In (22 + 1)
o) z(z?+1)" (22 +1)+ 1] d) 2z [In (22 + 1) + 1]

0) 2z (22 + 1) [In (22 + 1) + 1] f) z (22 + 1) ' In (22 + 1)
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AM 75 Sise calculeze derivata functiei f : R — R, f () = eV***¢ in punctul
Ty = 0.

AM 76 Se considera functia f : R — R, f(x) = sin(1 — 2?) + Va2 + 1. Si se
calculeze derivata functiei f in zy = 1.

a)4+\/§ b)\f—z C)\/_—4
2 2 2
R V2 ) -2+ V3

AM 77 Sa se calculeze derivata functiei f: R — R,

f(z)=7"+1In {( 210 + 222 +4>21]

in punctul zg = —1.
1 7 7 1
2 b) —= = d) —= = f) —2
8§ ) oL )~ ey D
AM 78 Fie a € R astfel incat functia f : R — R,
1—cosz daci z £ 0
—_— aca
fz) = 2z%
a, daca x =0
si fie continud. In cazul in care existd, s se calculeze f(0).
1 2
a) 0 b) 1 c) 3 d) \/7— e) nu exista f) V2
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AM 79 Legea de migcare a unui mobil pe o axa este exprimata prin relatia
s(t) = e cost (timpul este masurat in secunde). Sa se determine acceleratia
mobilului dupa 2 secunde.

a) e 2 cos 2 b) 272 cos 2 c) 2e 2sin2
e ?sin 2 e 2 cos 2

—2 2 f
d) e *sin e) 5 ) 5

AM 80 Se considera functia f: (0,00) = R, f(x) =z +Inz. Sa se studieze
daca f este inversabila si in caz afirmativ sa se calculeze limita

L= lim e Vf'(y).

y—r—00

a) f este inversabila si L = 400 b) f este inversabila i L =0
c) f este inversabila si L =1 d) f este inversabila si L = e

1

e) f este inversabila gi L = e~ f) f nu este inversabila

AM 81 Fie functia fy: R = R, fo(z) = e% si functiile f,(z) = f1,_,(x),
Vn € N*. Sa se calculeze fo(x).
a) 0 b) ze™* c) we~ %

d) (x —1)e” e) (2 — 3)e™" f) (z —2)e"

AM 82 Se considera functia f : (0,00) = R ( ) = e~ 27l S se determine
m € R astfel incat functia g : (0,1) U (1, oo)

2 f"(x) + ma f'(x)
g(r) = @)

sa fie constanta.
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AM 83 Se considera functia f: R — R, definita prin

lz| -1, 22 +1
= n )
lz|+1 |zl +1

() smi0)
>0 <0

a) 1 b) 0 c) —1 d) 2 e) +0o f) —oco

()

Sa se calculeze

AM 84 Se considera functia f : (O, g) — R, definita prin
f(z) = arct L —cosz
~ MO\ T cos
Sa se calculeze f'(x), pentru z € (O, g)
!/ T / 1 ! 2
= — b p— pr—
) (2) 0= O )=

AM 85 Derivata functiei f: R — R,

fa) = |z| 17, dacd x #0

1, daca x =0
in punctul zy = 0 este:

a) 0 b) +o0 c) —00 d) e e) 1 f) nu exista
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AM 86 Se considera functia f: R — R, definita prin
flx) =" + |2* — =] — 1].

Notam cu M multimea punctelor in care f nu este derivabila gi S = > f.(z),
xeEM
unde f’(z) reprezinta derivata la stanga a functiei f in punctul z. Sa se

determine S.

a) —3 b) 0 c) 1 d) —1 e) 3 f)

AM 87 Fie f:R — R o functie derivabila cu proprietatile:

fla+9) ~ 7)) = 5oy, Yry R 5 m I =
Sa se determine f(0) si f'(z), z € R.
2) £(0) =1, f'(x) = 52 b) £(0) = 0, f'(z) = 52
c) f(0)=2, f'(z)=22+5 d) f(0) =1, f'(z) =bx+2
e) f(0)=0, f'(x) =bx+2 f) f(0) =0, f'(x) =2z +2

AM 88 Fie a > 0 si functia f: (0,00) — R,

f(z)=(x+a)ln (1+§>.

Sa se determine multimea valorilor lui a astfel incat f sa fie convexa.
1 1 1
D 0) Ve olpe) a0 o5} 0[5

AM 89 Se considera functia f : (0,4+00) — R,

Inz

flay=9 -1

1, dacaxz =1.

, daca x #1

In cazul in care exista, sa se determine f’(1).



PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA 215

a) —— b) 0 c) 1 d) 2 e) nu exista  f) 3

AM 90 Fie functia inversabila f : R = R, f(z) = e"+ 2z —1. In cazul in care
existd, si se determine (f~1)'(0).

b) 0 c)1 d) nu exista e) 2 f) -3

AM 91 Fie functia f : R — R, f(z) = x + 2012 — 2013 /2. S& se scrie
ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa o = 1.

a)y=xz—1 b)y=xz+1 c)y=u=x
d)y=0 e)y=1 f)y=2

AM 92 85a se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f : R — R,
f(z) = 2® — 32% + 5z

in punctul de pe grafic in care panta tangentei este minima.

) 11 D 11
a)y——§x+? b)y—éx—l—? c)y=3
d)y=x+2 e)y=2x+1 f)y=—-2x+1

AM 93 Sa se determine punctele de pe graficul functiei f : (0,00) — R,

2(x — 1)

f(z) =Inz — 1

in care tangenta la grafic este paralela cu dreapta de ecuatie 22 — 9y = 0.

a) (1,0) b) (%,%—mz) ) (%% —ln2)

d)(QJnQ——g) e)(2Jn2——%) f) (1,1)
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AM 94 Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei

4
f:(0,00) = R, f(z)=sin(z® —1) — —
x
in punctul de abscisa x = 1.
a)y="Tr—11 b)y =Tz c)y=1lae -7
d) 7y=a—11 e) Ty=xz+11 fly=7x—4

AM 95 Pentru ce valori ale parametrului a € R, dreapta y = ax — 2 este
tangenta la curba y = a® + 427

a) 1 b) —1 c) 7 d) 2 e) —2 f) 0

AM 96 Se considera functia f : [—1,00) — R, definita prin
flx)=vz+1.

Sa se determine abscisa punctului situat pe graficul lui f in care tangenta
la grafic este paralela cu coarda care uneste punctele de pe grafic de abscise
r=0,x=23.

AM 97 Se considera functia f : (0,+00) — R, f(z) = z — /z. S&a se
determine coordonatele punctului situat pe graficul functiei f in care tangenta

la grafic are panta egala cu 3"

a) (1,1) b) (0,1) c) (1,0)

D (2.0 9 (33)
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AM 98 Se considera functia f : (0,400) = R, f(x) = /xlnz. Sa se deter-
mine punctele de pe graficul functiei f in care tangenta la grafic este paralela
cu axa Oz.

a) A(1,0) b) A(e,/e) c) A(e™?,—2)
d) A(e™2,—2e71) e) A(1,—2e71) f) A(e?, 2e)

AM 99 Graficul derivatei unei functii f, derivabila pe [—8, 8], este dat in
figura urmatoare:

Sa se determine multimea tuturor valorilor lui m € R, pentru care graficul
functiei f are exact doua tagente paralele cu dreapta y = mux.

a) me () b) m € R c) m € (—oo0,—1,2)
) m e [g,+oo,> o) m e Eg) £) m e [-8,8]

AM 100 Cerinta de omologare a unui tobogan este ca panta profilului lateral
in orice punct al sau sa nu fie mai mare de 0,5. Sa se determine multimea
tuturor valorilor parametrului m € R astfel incat profilul tipului de tobogan
descris de functia f:[0,3] — R, f(z)=0,2-2°—05-m 2> - 0,3 -2 +4,6,
sa respecte conditia de omologare.

a)m e b) m e R c)mE(—oo,%)

d)m e ﬁ—g,jtoo) e) m € |0, 3] f) m € (0,3)
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AM 101 Se considera functia f : R* — R, f(x) = er. Si se determine
multimea punctelor de inflexiune ale lui f.

a) {—1,%} b) {o,—%} )
D (-1) o {3} 0 {

AM 102 Se considera functia f : R — R, definita prin

=

N | —
—

|
f(w)zm,

si multimile A si B ale absciselor punctelor unghiulare, respectiv de inflexiune
ale functiei f. Sa se calculeze o + (3, unde

a=> agp=>) v

acA beB

a) 20 b) 10 ¢) 19 d) 18 e) 1 f) 22

AM 103 Sa se precizeze numarul punctelor unghiulare ale functiei

fR=>R, f(x)=+In(22+1).

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AM 104 Se consideri functia f : R — R, f(z) = (2? — 1)(z* — 4). Sa se
determine numarul punctelor de inflexiune ale functiei f.

a) 1 b) 2 c)0 d) 3 e) 4 f) 5

AM 105 Fie functia f : (0,00) — R, f(x) = az? —Inx, a € R*. Si se
stabileasca numarul punctelor de inflexiune ale lui f.
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a) 0 b) 1 c) 2
d) 3 e) depinde de valoarea lui a f) 4
AM 106 Functia f: Dy € R — R,

ab

)= a+ (b—a)et

cu parametrii a, b §i r pozitivi (functia logistica) modeleaza evolutia numarului
de indivizi ai unei specii. Sa se precizeze care dintre urmatoarele afirmatii este
adevarata:

a) Daca b < a, atunci f este descrescatoare, marginita si igi atinge marginile;

o

Daca b > a, atunci f este crescatoare, marginita si 1si atinge marginile;

)
) Daca b > a, atunci f este crescatoare si nemarginita pe Dipax;
c)
)

d

Daca b < a, atunci f este descrescatoare, marginita dar nu isi atinge
marginile;

e) Daca b > a, atunci f este crescatoare, marginita dar nu isgi atinge mar-
ginile;

f) Daca b < a, atunci f este descrescatoare si nemarginita pe Dax.

AM 107 Fiea,beR,a<b, xy € la,b] s f:[a,b] — R o functie continua
oarecare. Se considera afirmatiile:

i) Daca f este derivabila in xg si f'(x¢) # 0, atunci xy nu este punct de
extrem local al functiei f.

ii) Daca f este derivabila in zg si f'(x¢) = 0, atunci z( este punct de extrem
local al functiei f.

iii) Daca f este derivabila in xq si 2 nu este punct de extrem local al functjiei

f, atunci f'(xq) # 0.

iv) Daca f este derivabila in z si x¢ este punct de extrem local al functiei
f, atunci f'(x¢) = 0.
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v) Daca f nu este derivabila in z, atunci z nu este punct de extrem local
al functiei f.
Cate dintre afirmatiile date sunt false?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AM 108 Se considera functia f : R — R, f(x) = va® —3x+2. Sa se
determine multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

a) {1} b {01} {1} d{-L1} {12} )P

1
AM 109 Fiefunctia f : (0,+00) — R, f(z) = n_2x . Sa se determine punctele
x

de extrem local ale graficului functiei f precizand si natura acestora.

1
a) (e,2e), minim local b) (e, 2—), maxim local
e
1 . _
¢) <\/E, 2—), maxim local d) (1/e,2¢e), minim local
e

1 1
e) <\/E, %), minim local f) (—, 26), minim local

e

AM 110 Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei
f:DCR—=R, f(r) =+Vz? — 6z, unde D este domeniul maxim de definitie
al functiei f.

a){0,6 b)) {3} )0 d) {0y e {6y ) {16}

AM 111 Se considera functia f : R — R,

_aa:+a—2

f(@) x?+1

I

unde a este un parametru real. Sa se determine a astfel incat xqg = 1 sa fie
punct de extrem local al functiei f.
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a) 1 b) 2 c) —2 d) —1 e) 3 f) -3

AM 112 Se considerd functia f : R — R, f(x) = (2% — 2z + 1)e”. Sa se
determine multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

a) {-=1,0}  b){0} {01}  d{-11} {1} O

AM 113 Se considera functia f : R — R, f(z) = /|22 — x|. Sa se determine
multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

2 {3} b) {0) ) 1)
d) {0,1) ) {0,3,1} f) 0

AM 114 Sa se determine multimea punctelor de extrem local pentru functia
f:R—=R,
f(@) = (e = )@ —3)(@ —5)(x 7).
a) {2,4+/5} b) {4,2 4+ /5} c) {2}
d) {4} e) {4,4+ 5} f) {2,2+ 5}

AM 115 Functia f: (0,+00) = R, f(z) = %3 — Inz are:
a) un punct de minim local
b) un punct de maxim local
¢) doua puncte de maxim local
d) doua puncte de minim local
e) un punct de minim local si un punct de maxim local
)

f) nu are puncte de extrem local
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AM 116 Se considera punctele A(—1,0) si B(3,0). Daca C este un punct
variabil pe graficul functiei f : (0,3] = R, f(x) = ze™*, sa se calculeze valoarea
maxima pe care o poate lua aria triunghiului ABC.

1 2 4 12
1 b) 2 - d) - - f) —
) ) ) O =
AM 117 Fie functia f : R — R,
mz + 1
flo) = x2+1

Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului real m astfel ca
functia f sa aiba doua puncte de extrem local.

a) {1} b) (=1,1) ¢) (=00, —1)
d) (1,00) e) (0,1) f) R*

AM 118 Se considera functia

T

JiRA\{=2} R, [() = 57—

Sa se determine punctele de extrem local ale graficului functiei f precizand si
natura acestora.

a) (—1,e), maxim local b) (1, g), minim local
1 , e .

c) (—1, —), maxim local d) (1, §>, maxim local
e
1 .. .

e) (—1, —), minim local f) (1,e), maxim local
e

AM 119 Sa se determine valoarea minima a functiei f : <0, g) — R, definita
prin
f(z) = 3tgz + ctgx.
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a) V3 b) ) g d2v3  4v/3 Do

s
6

AM 120 Sa se determine punctul de minim al functiei f : (0,00) — R,
definita prin

f(z) = (2% + 1)v/x — 12 arctg /.
T
a) 2 b) 1 c)0 d) 7 e) 5 f)
AM 121 Fie functia f: R = R, f(z) = a0 +b%a'"%, cua,b> 0, a #b,
a#1,b# 1. Atunci:

1
a) (5, 2\/%) este punct de maxim local al graficului functiei f

b)

3 Qab) este punct de minim local al graficului functiei f

, 2/ ab) nu este punct de extrem al graficului functiei f

(o
N2

&
AN N TN
—_

N — N

,2ab) este punct de maxim local al graficului functiei f
, 2V ab) este punct de minim local al graficului functiei f

,Vab

—
SN—

P
N 7 N

[N NN RS

este punct de maxim local al graficului functiei f

N——

AM 122 Fie functia f : (0,00) — R, definita prin

e|1n:c|

()

:x—i—l'

Sa se determine numarul punctelor de extrem local ale functiei f.

a) 0 b) 2 c) 3 d) 1 e) 4 f) 5
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AM 123 Se considera functia f: R — R, f(z) =z + \/m si multimile
E ={x € R: x este punct de extrem local al lui f},
respectiv
I={xeR: (x, f(x)) este punct de intoarcere pentru graficul functiei f}.

Stiind ca |A| noteaza numarul de elemente ale unei multimi finite A, sa se
calculeze |E|1.

a) 1 b) 2 c)4 d) 8 e) 9 f) 6

AM 124 §Sa se determine abscisa punctului din cadranul doi corespunzator
distantiei maxime dintre graficul functiei f : R* — R, f(z) = zIn(z?) si axa
Oz.

a) —1 b) —e c) 1 d) —612 e) —%

AM 125 Concentratia unui medicament in fluxul sanguin la ¢ ore dupa ad-

ministrare este

13, 6t
(9,6t +19,2)*

Ct) =

In cat timp este atinsa concentratia maxima C),,, a medicamentului? Care

8
este durata de timp pentru care concentratia depaseste 9 din Cax?

. 8 .

a) tmax = L ore gi C' > §C’max pentru trei ore;
. 8 9

b) tmax = 3 ore si C' > §Cmax pentru doua ore;
. 8 9

C) tmax = 2 ore gi C' > §Cmax pentru doua ore;

8
d) tmax = 1 oresi C' > §Cmax pentru jumatate de ora;
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) 8 )
e) tmax = 2 ore gi C' > §Cmax pentru trei ore;

8
f) tmax = 3 ore gi C' > §Cmax pentru jumatate de ora.

AM 126 Se proiecteaza un parc de forma dreptunghiulara si pe lungimea lui,
in exterior, un loc de joaca in forma de semicerc ce are diametrul cat lungimea
parcului. Stiind ca intregul contur al acestei suprafete (care cuprinde parcul si
terenul de joaca) are 357 metri, sa se afle raza semicercului ce formeaza locul
de joaca astfel incat suprafata totala (parc plus teren de joaca) sa fie maxima
(consideram 7 ~ 3,14).

AM 127 Sa se determine abscisa punctului de pe graficul functiei

34222+ 1
(—=2.0) =2 R =
F20 5 R, f@) =T

situat cel mai aproape de prima bisectoare.

2 —vZ b -1 o —g ! g V2

AM 128 Fie A punctul apartinand graficului functiei

Iz [—%m) SR, fz) = (m%) ,

situat cel mai aproape de originea O a sistemului de coordonate carteziene
xOy. Sa se afle distanta de la O la A.

Njw

1
- ¢
2 2
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AM 129 Un camion trebuie sa parcurga 100 km cu o viteza constanta v km/h
2

(cu conditia 40 < v < 70) consumand | 8 + % litri/h de benzina. Sa se

determine viteza pentru care costul este minim, stiind ca soferul este platit cu
15 lei/h si benzina costa 6 lei/litru.

a) 50 km/h b) 55 km/h c) 15v/14 km/h
d) 16v/14 km/h e) 70 km/h f) 14v/14 km/h

AM 130 Sa se determine dintre toate numerele reale pozitive pe cel pentru
care diferenta dintre acesta si cubul sau sa fie maxima.

V3 d) 2v/3 e) ﬁ

AM 131 Sa se determine multimea solutiilor inecuatiei

3
T
r—— —sinz <0.
6 <

o (- 5.0) b) (~00,0] ) [0, 00)

d) [0, g) e) R f) Z

AM 132  Se considera functia f : R = R, f(z) = e” — x. Solutia inecuatiei
f(z) — 1> 0 este:

a) (0,400) b) (—=00,0) ¢)R\{0} d)(1,+00) e)(—o0,—1) )0

AM 133 Sa se determine cel mai mare numar real a cu proprietatea
22 +1>a+2Inz, pentru orice z € (0,00).

a) 0 b) 2 c) 1 d) —1 e) 4 f) 3
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AM 134 Sa se determine multimea valorilor parametrului m € R astfel incat

x4+ e >mx+ 1, pentru orice x € R.

a) {1} b){2} ¢ {0}  d){0,2} e) {0,1} £)0

AM 135 Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului real m
astfel ca ecuatia e® = ma? sa aiba trei radacini reale distincte.

) (0,0 b) {1) 0 (0.5)
) (55) ) (7) 045

AM 136 Sa se determine multimea tuturor numerelor reale x care verifica

inegalitatea:

:_q T T
Colmemg gt 2l

a) (0,00)  b) (—o00,0) c¢) [0,00) d) R e) [1,00) f) 0

AM 137 Sa se rezolve inecuatia e'3* + 13e% > 14.

a) () b) {0} c) [0, 00) d) (—o0,0] e) R f) {1}

AM 138 Fie functia f : R — R, definita prin

-2
z , daca x # —3

[y =972
0, daca z = -3 .

Sa se studieze monotonia functiei f.

a) f este crescatoare pe R b) f este crescatoare pe R\ {3}
c) [ este crescatoare pe R\ {—3} d) f este descrescatoare pe R\ {—3}

e) f este descrescatoare pe R f) f nu este monotona pe R
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AM 139 Se considera functia f : [1,+00) — R,

r—1
@)= r+1-
Sa se determine imaginea functiei f.
a) [0, 1] b) [0, +o0) c) R
-1
d) [0,10] ) [1,4] H|[—2 V5 ,1]

AM 140 Se considera functiile f, g, h: [0,00) — R,

T

f(x):x——l—l’ gx)=2z, h(z)=In(l+2z).

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata pentru orice x > 07

g(x) = h(z) b)fz)<g(x)<h(z) o flz)>h(r)>g(z)
d) f(x) <h(z) < >hz) 1) fz) <g(x) <h(z)

AM 141 Fie f(t) = t3e~5 puterea emisi la descircarea unui aparat electric
la fiecare moment ¢ > 0 (puterea este masurata in wati si timpul in secunde).
Sa se determine la ce moment puterea va fi maxima.

a) 3 b) 15 c)b d) 20 e) 15 f) 25
: . T T
AM 142 Fie functia f : [—5, 5} — R,
1 —cosz 5
——, dacaz #0
flx) =
0, daca x =0

si afirmatiile:

(i) f este continua, dar nu este derivabila,
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(ii) = 0 este asimptota verticala;

(iii) y = 0 este asimptota orizontala;

) 1

(i) [10) = o

(v) f este strict crescatoare;
2 2

(vi) Im f = [——, —] :
n

Cate dintre afirmatiile date sunt adevarate?

a) 6 b) 5 c) 4 d) 3 e) 2 f) 1

AM 143 Graficul derivatei unei functii f de doud ori derivabila pe [—8,§]
este dat in figura urmatoare:

Stiind ca acest grafic are exact 2 tangente orizontale in punctele (—4; f/'(—4))
si (5;2,5), sa se determine numarul punctelor de inflexiune ale functiei f.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AM 144 Fie functia f : [-100,100] - R, f (t) =t +2-1075¢>+3-107"#3. Sa
se determine intervalul I C [—100,100], de lungime maxima, pe care functia
este convexa. Sa se calculeze apoi valorile minima m si maxima M ale functiei
f pe intervalul I.

200 2 16
3 9 243

a) I = {——; 100] si m=—-=-1024+—-10"' §i M =100+6-10";
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[ 200 2 16
b) I =|——; 100| i m=—-=-10>+—-10"! i M =100+5-1071;
L9 3 81
200 16
C) ] = _—100, —?:| §1 m=—2-10% §1 M =100 + % . 1071;
[ 200 16
I=|—1 i = i M=1 — 1074
d) R OO} si m=0 si 00—{—243 0
[ 200 2 16
I = |———: 100| si = ——.10°+—-10"' §i M =100+5-10"1;
e) BEE } siom=—3-10%+ o0 si + ;
[ 200 2 16
f) I =|-100; —?] sim= —5-102—F8—1-10_1 si M =100+6-10""1.

AM 145 Pentru motociclisgti, intr-un concurs de motociclete, este importanta
aflarea punctelor impuse schimbarilor de viraj, de la dreapta la stanga gi de
la stanga la dreapta, pentru ca parcursul sa fie ideal. In ce punct de pe pista
un concurent trebuie sa schimbe pozitia de viraj a motocicletei de la stanga la
dreapta, pentru a avea un parcurs optim, daca traseul este descris de functia
f:[-4,4 —R, f(z)=-0,05-2* +12 2%+ 27

a) (0,0) b) (0,2) c) (=2,6)

d) (2,6) ) <_2\/§, @) 0 (2 J 4_;3)

AM 146 Fie functia F : R — R, F (z) = (322 — 6x) /z. S& se precizeze care
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

a) F este o primitiva a functiei f : R - R, f(z) = (62 — 6) Jx

b) F este o primitiva a functiei f: R — R, f(z) = (2° — 322) Va2
¢) F nu este o functie derivabila pe R

d) F este o primitiva a functiei f: R — R, f(x) = (Tx — 8) J/x

e) F este o primitiva a functiei f : R - R | f (z) = (7o — 8) Va2
f) F este o primitiva a functiei f: R — R, f(2) = (23 — 32?) J/x
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AM 147 Fie functia F : R — R, F(z) = x|r — 1|. Sa se precizeze care
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

3 2
a) I este o primitiva a functiei f: R — R | f(z) = % — %

2
b) F' este o primitiva a functiei f : R =R, f(2) = % |z — 1]

¢) F este o primitiva a functiei f : R - R | f(z) = |22 — 1|

72
— =7

d) F este o primitiva a functiei f:R - R, f(z) ==z 5

e) F nu poate fi primitiva a nici unei functii f : R — R

f) F este o primitiva a functiei f: R —- R, f(z) =]z — 1|+ =z

AM 148 Sa se studieze primitivabilitatea functiei

aM, x#0
fR=>R, f(z)= x
l14a, =0,

dupa parametrul real a.

a) f este primitivabila pentru a > 1

b) f este primitivabila pentru a € (—1,1) \ {0}
c) f este primitivabila daca gi numai daca a =0
d) f este primitivabila pentru a € {—1,1}

e) f nu este primitivabila pentru Va € R

)

f) f este primitivabila pentru a < —1

AM 149 Sa se determine multimea primitivelor functiei f: R — R,

f @) 20+ %, <0
x =
14+ze*, x2>0.
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) /f(x)dx_{

(
(
/f dm—{ExQ Dme o=,

r—1)1—-¢e%), >0

2 —2)—e* <0
+C
r—1)(2e"+1), >0

c) / f () dz = 0 deoarece f nu este primitivabila

d)/f(a:)dx:{ (x*+2)—e* <0 e

x4+ e, x>0

+C

I x <0
r—1)(1+¢"), >0

(
(22 =2)—e®, 2<0
f)/f(a:‘)d:c:{( +C

r—1)(e*+2), >0

AM 150 Sa se determine multimea primitivelor functiei f : [—1,2] — R,
f o) Ve+1, ze€[-1,0]
€Tr) =
V2—z, z€(0,2] .
(x+1)°,  x€[-1,0]

a) | f(z)dx = +C
/ (2—-12)% x€(0,2

Wl N

( x—i_l_\/_ia 1’6[—1,0]
c)/f(:c)da:: 2 2 +C
|~ 22_36—1—%, z € (0,2]
/ ; (g;+1)3—§, x € [-1,0]
d) [ f(x)dx = +C
2 (2—x)3+%§, z € (0,2]




PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA 233

— € [-1,0]
e)/f(:c)da: 2o ?\/_ +C
=3 €02
\/ ) —2v2, [—1,0]
f)/f(:v)dx +C
(2 —z)° € (0,2]

AM 151 Sa se determine valorile parametrilor reali a, b, ¢ pentru care functia
F:R =R, F(x) = ar+ (bz*+c) arctgz este o primitiva a functiei f : R — R,
f(z) = x arctg x.

1 1 1 1 1
a)a:—§,b:c:§ b)azb—§,c——§ c)a—b—c_—§
1 1 1
= pu— = — = = — = — = pu— :1
d)a=b=c 5 e)a=c 2,b 5 fla=b=c

AM 152 Sa se calculeze

2 3 2
a) 2z —1)e2+C  b) %e—% +C ) (‘% - %) e% 4 C

2 3
d) (1-2z)e > +C e) —%e‘h +C f) <—2i + IQ) e +C

AM 153 Sa se calculeze

/ (22 — 1) cos 2zdz.

1
a) xsin 2z + 3 (cos2x —sin2z) +C b) 2x cos 2z — (cos2x — sin2z) +C
1
¢) xsin2z + 2 (cos 2z + sin 2z) + C d) gcos 2z + 3 (cos2x —sin2x) +C

1
e) x cos 2z + (sin 2z — cos2x) + C f) gsin 2x + 5 (sin2x — cos2z) +C
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T

AM 154 Fie I(a) = /e_ dx, v € (0,+00), unde a este un numar natural
x(l

nenul. Care dintre umatoarele afirmatii este adevarata?

W) 1) = oy — 5101 b) 31(3) = 5 — 1)
¢) I(3) = —%(1 + %) + 1 d) 21(3) = % - %1(2)
) I(3) = g — 21(2) 0 I3) = o — oy +31(2)

AM 155 Sa se determine constantele reale a si b astfel incat functia
F:R =R,
F(z) = e “(acosdx + bsin4x)

sa fie primitiva a functiei f: R — R, f(x) = e cos4x.

4 4 1 4

AM 156 Sa se calculeze
/ 22 dr.

1
a) 5o ¢® (812 + 1352* — 1802° + 1202 — 40) +C

1
b) gei’m‘(81955 — 1352* — 1802 4 120z + 40) + C

1
¢) 53¢ (812% — 1350* 4 1802° — 18042 + 120z — 40) +C

1
d) 5™ (812 + 180z* — 1802° + 1352° + 1202 — 40) +C

1
e) %6330(81]35 — 180x* — 18023 + 13522 + 120x — 40) + C

2
) 555¢" (812% — 1802 — 1802% + 13502 + 1201 + 40) + C
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AM 157 Fie I C (—o0,1) un interval si functia f: I — R,

2 +1
M) = e rs

Sa se calculeze/f(x) dx.

11 3 11 3
a)zln(l—x)—zln(5—x)+c b)zln(f)—x)—zln(l—x)%—c

11, -5 3. 1—=

7 3 11 7
e)é—lln|x—1|—11n(5—x)+c f)zln(l—x)—zlln|x—5|+c

AM 158 Sa se determine familia primitivelor functiei f : R — R,

(@) ax + b

:m, (I>O,b€R*

1 1
a) F(z) = % In(a?z? + b?) + = arctg% +C

1 1
b) F(x) = % In(a?z? + b*) + o arctg% +C

1
c) F(r) = % In(az® + b*) + % arctg% +C

b b
d) F(x) = - In(a?z? + b?) + - arctg% +C

1 1
e) F(z) = - In(az? + b*) + - arctg% +C

b b
f) F(z) = % In(ax? 4+ b*) + - arctg% +C

AM 159 Se considera functia f : (0,00) — R,

2 — 8 — 2
f(m)_ x4+4x3

4
Sa se determine acea primitiva F a functiei f care verifica relatia F'(5) = —

25
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4 —1 4 —1
‘/a:—k i +§_1nig b)ln,/i_x +£—ln%
x 2 5 x3 x? 25 5
x

] _
a) In . 5 -
x+4 2 8 3v5 r+4 x—1 3v5
In y/ — R | d) 1 _ —1
¢)In x x+1+5 "5 ) In x x? "5
T r—1 6 3V3 T r—1 1 3v5
n,/— +2 ~ 4 — _In=Y=- £) 1 - B |
e)n\/x+4+ 2 o5 M ) In 1 22 25 "3

AM 160 Sa se determine multimea primitivelor functiei

O —

I2018 +z
pe intervalul I C (0, c0).

hl(l —|—l’2017> ln(l + ZE2017>
ng— -T2 ) g4 2 )

a) Inx 5017 +C b) Inx + 2017 +C
1 2018

¢) Inz + In(1 + 22917) - 2017 + C d) lnx—%+c

In(1 4+ 22'7) Inz  In(1+ 2217)
—1 — 21 C f — C
¢) ~mr+ =+ ) 3018 2017

AM 161 Fie I C (—o0,1) un interval si functia f: I — R,
20 +1

I& = rr—evs

Sa se calculeze /f (x) dz.

a) 11In |22 — 6 + 2v/2? — 6z + 5| + 3Va2 =63 +5+C
11, 6 —2x+2va2?—6x+5
—In +C
3 Va2 —6x+5
) TIn |2z — 6 4 2v2? — 63 + 5| +2va? — 6z + 5+ C
7 |20 —64+2V22—62+5
d)—ln’x Gl Rl W,
2 Va2 —6x+5

b)
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e) 2In |2z — 6 +2v2? — 62 + 5| + 11V/a? — 62 +5+C

31 6 —2x+2V/x2 —6x+5
7 Va2 —6x+5

f

AM 162 Fie I C (0,00) un interval si functia f: 1 — R,

1
o= ve

Sa se calculeze /f (x)dx

a) 2y/x —3Yr+6Yr —6In(Yr+1)+C
b) 3v/z —2¥r+6Yr —In(Yr+1)+C
¢) 2y/x+3Yr —6x+6In(Yr+1)+C
d) vV + Yo+ Yr—6In(Yz+1)+C
e) 2/ + 21 +3Yxr —3In (Y +1) +C
) 3z +2/r — Yr—In(Jx+1)+C

AM 163 Fie functia f: [0,00) — R,

fz) = /1+ Va.

Sa se determine familia primitivelor functiei f.

o) Ty VT VAP = 5/ 0 + 25 37 /(T 7 ¢
b) 113 (1+\/_)13+110 (1+%)10+%3(1+%)7+2W+C

c>§m——s<l+w>w+lm—im+c

11, 3

d) — 3 v/ (1 + x 13+10 (1+ Yz 10+ x)7+—€’/(1+\4/§)4+c
4

e) V(1 + V) + 2 \/1+ )10+ — \/1+\/‘ + /(1 + Vo)t +

13

f) /A + Vo) + \/ﬁ+ \/1+\/‘ + 0+ Vo) +
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AM 164 Sa se calculeze

1 d >1
T, T>—.
V2&e—14v2r—1+1 2
43 2V —1+1
a) V2r—1—+2r—1-— arct +C
)V v 3 acte—— =
44/3 V2 —1
b) —v2r — 14+ v2zx —1— arct +C
) VT4 s ot
2v/3 22z — 141
c)V2r—1—-2v2x—1-— arct +C
)V % s orctg T
43 2w —1+1
d) V2xr —1—2v2x — 1+ \/_arctg v +C
3 V3
4v/3 2v2r — 141
e) —V2r—1+v2zx—-1- arct +C
) =V V4 3 g 7
4/3 2v2x —1+1
£) vV2r —1—2¢2r —1— \S/_arctg x\/g e

AM 165 Se considera functia

flx) =2 (a3 +23)% a€R.

Sa se determine familia primitivelor functiei f.

SR G R i) N
b Y@ T - LY@ T 40
) 3T~ L TP +C
Q) L@ - @ T+
) LY@ TP - LY@+ C
) Y@ - X T 4
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AM 166 Sa se determine multimea primitivelor functiei f: R — R,

2—¢"
ez _|_627x :

flx) =

2 -1 2 2

a) —arctge®™ ' —In (e** +€*) +C
e

z—1 1 2x 2

b) 2arctge —§ln(e +e*)+C
2 o1 2(a—1

c) —arctge® ! — 5 In (2@ +1) +C
e
1 1 (-1

d) —arctge® — 3 In (2@ +1) +C
e

1
e) 2arctge® ! — 3 In (e** +€?) +C

2
f) Zarctge® —In (e*@=Y + 1) 4+ C
e

AM 167 Fie functiile® :

ch:R%R,chx:% si respectiv. sh: R — R, sh x = _26

Sé se determine primitiva F' a functiei f(x) = ch® z-sh® x care verifica relatia
F(0) = 0.

64:0 6—41 T T
—_———— = ——+—sh4
S R - T
elr e 1 1
6290 e—2x 31, 1 64:(; 6—436 621‘ 6—290 5
) = A e
16 16 4 8 64 64 16 16 32

5Functia ch se numeste cosinus hiperbolic iar functia sh se numeste sinus hiperbolic
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AM 168 Se defineste functia®

sh z et —e "

th z = = )
chx ex+4e=®

Sa se determine multimea primitivelor functiei th si sa se precizeze domeniul
maxim D pe care sunt definite acestea.

1
a) In(e* —e*)4+Csi D = (0,00) b) §ln(e””+e*x)+c siD=R
1
c) ——+CsiD=R d) —z+In(1+e*)+CsiD=R
et +e*
2
e) —r+1In(l —e**)+Csi D = (0,00) f) ———+Csi D=(0,00)
e —e

AM 169 Sa se determine familia primitivelor functiei

f:<7r 37T>_>R7 @) = 1

272 ©cosx

1+cosz 1. 1+sinx 1 1+tga
In —+¢C b) -ln— +C —In|—————|+C
a>n1—sinx+ )2n1—sinx+ C>2n‘1—tgx+
1+tg =
1. 1+si &3 1+t
B e gm|—2[4+C  H|i2f e
2 1—cosz 1—tg = 1—tgx
2

AM 170 Sa se determine familia primitivelor functiei

1
f(x):tgz:p——l

™ T
intervalul [ — (—,—).
pelnervau 6 4

SFunctia th se numeste tangenta hiperbolicd
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x 14+tgx 1 1+tgx
F =—+1 b) F =1 -1 —_—
@) Fle) =5+ 77 ¢ ) Fla)=tgw+ gy fe— 2 +C
1—tga tgx —1
F(o) =2z +1In,/—2" F(e)=a*+ | B2
c) F(z) =2z +1In 1+tg:v+c d)F(z) =2*+1n Po—T +C
tgr—1 r 1 tgr—1
Fle)=x+1n| | f) F(z) = -2 + ;| 22—
e) F(x) x+ntgx 1+C ) F(x) 2+4ntgx—|—1 +C

AM 171 Sa se determine multimea primitivelor functiei f : [0,47] — R,

f(z) =+/2(1 —cosx) .

a) f nu admite primitive

—4cosz +a, x€l0,27]
b) F(z) =
deosx+a+4, € (2mdn], a€R
—4 cosg +a, x€]0,2n]
c) F(z) = .
4cos§+a—|—8, xr € (2m,4n], a€R
.
—4sm§—|—a, z € [0, 27]
Q) F@)={
4sm§+a, x € (2m4r], a€R
.
451115 + a, x € [0, 27]
e) F(r) = z
—4sin§+a+8, x € (2m4rn], a€R
T
4cos§ +a, x€]l0,2n]
f) F(z) =

—4COS% +a, € (2m4r], a€R

AM 172 Ce relatie trebuie sa existe intre constantele reale strict pozitive a

si b astfel incat functia
1

a+b-cosx

fx) =

sa fie primitivabila pe R?
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242
a)a>b b)a#% c)a>b
d)a#0 e)a#0,b#0 f)b#0

AM 173 Pentru orice b € N se definesc integralele

1 *
[(b): mdﬂ?, Z'E(0,00), a € R

Care dintre urmatoarele relatii este adevarata?

a) 1(9) = % _7I(7) - —V“i;xz) b) 1(9) = # (—8](7) ——

L —M> d) 1(9) = % (8](7) ——

©) 1(9) = 55 | 81(7) — =

9a?
e) 1(9) = 9—22 —”‘LZ:CEQ - 8](7)) £) 1(9) = % <—V“Z:"’”2 - 71(7))

AM 174 Fie integralele

:EC
I(c) =
(© / V1+ 22
Sa se exprime I(2017) sub forma 7(2017) = a 22°'°\/1 + 22+b 1(2015), a,b € R

si sa se precizeze care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata.

dx, ¢ € N.

b)a—b=1
d) a = 2017

f) # a,b € R care sa verifice relatia

a)a=1b
c) a-b=2016
e) a+b=—2015

AM 175 Pentru b € N se considera integralele

CN =

Sa se determine o relatie intre 1(5) si 1(3).

dx, x € (—a,a), a > 0.
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a) 51(5) = z*vVa? — 22 — 3a*I(3) b) 51(5) = —a*va? — 22 + 4a*1(3)
c) 5I1(5) = 4x*v/a? — 22 — 3a*1(3) ) I(5) = 2'Va? — 22 — 2a*1(3)
e) I(5) = 4x*v/a? — 22 — 5a*1(3) f) 41(5) = 2*Va? — 22 — 3a*1(3)

AM 176 Sa se calculeze

z(2+1Inz)
) 3In2+3In3+2 b) 1 9’ )64+ 10—
n n n— n—
° 32 ¢ Se
8e? 3
d)2In2+4+3mn3+1 e) ln2—7 f)4—ln2—e

AM 177 Sa se calculeze

1
/ e 3 cosx dr.
0

3(1 -3 2(1 2 1 —3
2) (14+e73) b) (14 €?) 0 +e

9 + 72 4 4 72 9+ 72

1 3 2(1 3 3(1 -3
Q) +e ) (1+¢°) f) (I1+e79)

4 4 72 9 + 72 4 4 72

AM 178 Sa se calculeze

T In2 7w In2
r_2s T2 ~ 212
a)4 3 b)8 1 c)m n
7T In2 7 In?2
o — 41n 2 T_2s py L1
d) 27 n e)2 5 )6 3
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AM 179 Sa se calculeze

12
T

dx.

/0x4—|—4x

arctg 3 —Inb arctg 2 —In2 2arctg 3 —In 2
a) ——— b) ——— c)
8 4 4
2arctg 2 —1Inb ) arctg 4 —In 3 f) 2arctg 4 —In 3
e

d oe s e
) 8 8 4

AM 180 Sa se calculeze

/ 2z +1)Inx dx.
1

1 1, 1,
., 1 1
Z (2 —2 “ e~ )= (241
@) 5 (¢ =2 ) 5 (e~ 3) )3 (1)
AM 181 Sa se calculeze
2 5
T
/ dx.
o V1+ a3
40 10 50 20 10 40
— b) — — d) — — fy —
%) 3 ) 3 93 )3 3 )3

AM 182 Sa se calculeze
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AM 183 Fie functia f: R — R,

fla) = ﬁ7 2| < V3

0, 2| > V/3, a € R*

si integrala F(z) = / f(t)dt. Sa se calculeze F(1) — F(0).

a) 0 b) 1 c) av/3 d) 2a e) 2av/3 £ 2

AM 184 Sa se calculeze

27 1
/ .
7 T4+ 3vV2x—5

a) ln% b);ln3+21n2 c)gln3—4ln2

) 3
d) IHF e)§ln3—31n2 f)§ln3+4ln2

AM 185 Sa se calculeze

27 1
/ L
7 T++2x—95

17
a) In - arctg — b) In e arctg 6 + arctg 3

17 2 10 9
¢) In T arctg 5 d) In 9~ arctg %

34 34 4
e) In - arctg 4 + arctg 2 f) In o arctg 3

AM 186 Sa se determine valoarea integralei

1
/ |z| arcsinz dx.
-1
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a) —g b) —1 ¢) 1 d) g e) 0 £)

AM 187 Sa se determine valoarea integralei

1
/ |z| arcsin®  dz.

1

[\

7.(2

8

™

T °)

N —
|3
N —

AM 188 Sa se determine valoarea parametrului a > 0 astfel incat integrala

a $4
d
/_al—i—ef v

sa ia valoarea 20000.

c)e d) 1 e) 10 f) 100

AM 189 Fie integrala

In4 b
Ty
3 aet+0b

Sa se determine o relatie intre parametrii reali strict pozitivi a, b astfel incat I
sa ia valoarea In32 — In9.

a) 23+ 5b = 0 b) 23a — 56 = 0 ¢) aln3 = bln4
d)a+b=1In12 e) 42a — 116 =0 fya=»b

AM 190 Sa se calculeze valoarea integralei

/1024 In(2017 — z)
dx.
o In[15052 — (512 — z)2]
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a) 2017 b) 993 - 2017 ¢) 1024 - 2017
- 201
d) 512 e) M f) 993 - 1024

AM 191 Sa se calculeze

/lgx[x]d:c,

unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului real a.

AM 192 Se considera functia f: [0,1] — R,
f(z) = [mz], m >0,

unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a. Sa se determine cons-

1

3
tanta m pentru care / f(z)dx = 3
0

C)% d) 2 e) 4 f) 8

AM 193 Sase determine multimea tuturor valorilor parametrului m € [—2, 3]
pentru care

/3 (z + [m — 2|) dz = 9.

) {—%,2} b) {0, 1} ) {gg}
a) {—2,%} o) {—gg} £) {~1,3)
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AM 194 Sa se calculeze integrala

12
/ x\/14 — V132 — 22 dx.
0

2400 9536 2188 2195 2638 2600
19 b) 15 °) 75 4) =7 °) 19 T

AM 195 Fie functiile f: R = R, g:[-3,00) — R,
f(2) 2r — 3, <0, @ x2, —3<x <1,
xTr) = glr)=
Tz, x>0, 20 — 1, = > —1
1
si functia h : R = R, h = f o g. Sa se calculeze integrala / h(z)dzx.

-1

2 2 2 2
_Zg c) —4 d) z e) % f) -2

a) 1 b) 3

AM 196 Sa se calculeze integrala definita

/12(1 = la]) da.

a) 1 b) 2 c)

AM 197 Sa se calculeze integrala definita

[ (= flot =1
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AM 198 Sa se calculeze

B 1
/ min < sinz, — » dx.
0 2

T T 3 T 3
Z b) = + =2 4z
a)6+\/§ )6+2 c)3+2
— 2
d)7r+66 3v3 e)w+36+3\/§ f)?wﬂ

AM 199 Sa se calculeze

T
/ min{sinz, cos z} dx.
0

[

a) V2 b) 1 —+/2 c)0 d) 27 e)

AM 200 Sa se calculeze
1
/ max {1,2} dz.
-1

b) In2 -1 1——
a) In2+1 ) In c) 3

1
! e) -1+ — f) In2

14—
d) +ln2 In2

AM 201 Sa se calculeze valoarea integralei
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AM 202 Sa se calculeze valoarea integralei

3 1
—  _da.
/\/5(952+9)2 !

a>7r—3\/§ b)7r—3\/§+3 C)7T—3\/§+6
324 648 648

T+3 6v3 — 3 T+3V3—-6

d) e) ———— f) ——57—
648 648 324

AM 203 Se considera functia inversabila f: R — R,

—x3 4222 —5x +8

flo) = 247

8
7
Sa se calculeze / f'(y)dy , unde f~' reprezinta inversa functiei f.
1
2

a) 1+ lng - 6—\7/7arctg§ b) 1+ lng - garctgg
c) 1+1n§ d) —1—1n§+arctg§
e) 2+ arctgg f) 0

AM 204 Fie integrala

3
dx

I(a) = - R.

(a) /1 ]m—aH—l’aE

Sa se calculeze lim I(a) .
a—00

a) 0 b) oo c) 2 d) In3 e) 1 f)

DN | —
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AM 205 Sa se calculeze integrala

2 2s8inx + cosx
— dx

=~ sinx + 2cosx

9.9 T 3.9
a)§+E1HE b)Z—i—E n§
o1 10 2 r 10, 9
R I T m?
)5 t3ng ¢) 3+ Ing

AM 206 Sa se calculeze

T rsinx
a4
0 3+coscx

a)”Z b)% c)% d)”(;/g

AM 207 Se considera functiile

f)

ol oy

fliR%R, fl(.flj):/ tsin 2t dt
0

S|
_

W~

In

fa: [0, E] =R, fo(z) = /COS marccosx/% dt.
0

2

Sa se calculeze f (z) + f2 (z) pentru toate valorile lui = din intervalul [0,

b) x arccos\/x

a) x arcsin x

n
2

9

| ©

¢) xarcsin \/x

f)g

251

2l

AM 208 Sa se determine constanta reala a pentru care valoarea integralei

jus
3 a
x sin x cos x

este In v/3.
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AM 209 Se considera integralele
/4 /4
C = / cosz dr s S = / sin x dz.
0 0

Sa se precizeze care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata.

3T m s
d)C—5=0 ) C+5=5T fo—g="2"
B 16 4
AM 210 Sa se determine valoarea integralei
g
f(z)sinzx dz,
3
unde f(x) = max{sinz,sin® r}.
O s T T 3T
— — — — — f
) 16 ) 12 T ) 16 ° 16 )0
AM 211 Sa se calculeze integrala definita
51
/3 t_2 dl’
§ et
23+ 6V3 — 7 3V3+m
a) ——— b) ——— c) ———
6 2 6
53— 43— 5v3+m
d) —3 e) — f) —
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AM 212 Sa se calculeze integrala definita

[V

T

/ sign x sin; dzx,

=

unde sign reprezinta functia semn, sign : R — R,

-1, x <0,

signz=4¢ 0, x=0,

1, z>0.

24 2v2 4 —2+/2

a) 2 b)+—\/— o) m d)—\/_
T T

AM 213 Sa se calculeze integrala definita

fre
sin® x cosx dx.
%
1 1 1 1
) o L 18 d) 2L
129 129 192 192

AM 214 Sa se calculeze integrala definita

/ cos* 2 sin 2z drx.

a) 0 b) 3 c) 10

AM 215 Se considera integralele definite

I(a) = /2 sin®x dr, unde a € N.
0

27
129

71

f) —
>192

Sa se calculeze produsul al(a)l(a — 1) pentru toate valorile lui a € N*,

253
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f) T (a2— 1)

I(a):/zcosax dr, unde a € N.
0

Sa se precizeze care dintre urmatoarele relatii este adevarata pentru a € N,
a> 2.

A) Ia) = 5~ I(a— 1) b)f(a):“;11<a_2> ) ():ailua_z)
d)](a):agll(a—l) o) I(a)="2 —I(a—2) f) ():aill(a—Q)

1
AM 217 Fie functiile f; si fo definite pe intervalul {—1, 5} prin expresiile
x sinmx
——, z#0
fi(z) = || # , Tespectiv  fy (z) = Vsin® 7.
10, =0
Daca

Il—jfl(x)dx si Ig—]fg(x)dx,

se cere sa se precizeze care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

a) fi> fosih > I b) fi=fosih =1 c) i=fosili=1
d) fi# fosih =1 e) fi # fasi 1 # I f) fi<fosih <Dy
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AM 218 Fie f:[—1,1] — R functia definita prin

sin (n arccos )
.z < 1,
fw={ Vi-@
n (sign z)"™, lz| =1, n e N
1
unde sign reprezinta functia semn. Sa se calculeze / f(z)dx.
-1
1 1 -1)"
a) — b)cosz c) + (=D
n n n
1 -1 n+1
1+ (=D e) (=)™ cos = )0
n

d) -

AM 219 Sa se calculeze

In2 In3
/ a dx—l—/ T
0 1+e® m2 l—e®
¢)In2+1n3
f) In2+2In3

b) In2+41In3

a) In2In3
e)3In2+2In3

d)2In2In3

AM 220 Sa se determine numarul real m pentru care are loc identitatea

/01\/1+\3’/§dx:m/12(x—1)2\/§dx.
2 1,5

a) 3,5 b) c) 3 d) 1, e) 1 ) 2,5
AM 221 Sa se calculeze limita
lim tre~tdt.
r—r00 0
f) e?
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AM 222 Se considera integralele definite

b b,
I:/GID(x+1)dx si J:/a x+1d$’

unde a si b sunt numere reale cu proprietatea 0 < a < b. Sa se precizeze care
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata.

a) [ =J b) I >J c)J>1
a a
d) I =2J I = J f) J = 1
) =5 )=
AM 223 Sa se determine multimea solutiilor reale ale ecuatiei
x4+2x3—5x2+13:24/6 cos’ t dt .
0
a) @ b) {Oai\/?} C) {_17 1}
d) {O,i\g} e) {il,i\g} f) {1,-2 +£+/2}
AM 224 Sa se calculeze lim I(a), unde
a—0o0
I( )—/a ! d de a>1
a)= | — e x, unde a .
1
2 2
a) ”;/g b)g ¢) ”9@ d)rv3 e ”f £) 1

AM 225 S3i se calculeze

lim eV dg.

a—00 0
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| =

AM 226 Sa se calculeze valoarea limitei

COST 5
/ e dt
0

rs T ctgx '
E / In(#2 + 2)dt
0

c) — d) — e) 0 f) In2

AM 227 Fie F': R — R functia definita prin

2x t2
Fla) = / e

Sa se precizeze care dintre afirmatiile urmatoare este adevarata.

a) I este crescatoare b) lim F(x) =0
T—00
c) F este para d) F este descrescatoare
e) F(1)=0 f) nici un raspuns nu este corect

AM 228 Sa se calculeze

™

2 99
sin(101x) - sin™ zdzx.

~
I
@\:q\

V3 V3 V3

V2 b) —Y° V2

T ) To1 2100 ©) ~1go 2101

) V3 ) L H—
e — e JE— —
101 - 2100 9101 10100



258 CULEGERE DE PROBLEME

AM 229 S3i se calculeze

lim

1 1 1
naw(me*“*ﬁ)‘
a) 1 b) 0 c) V2
d) 22 -2 e) 2v/2 f)

AM 230 Sa se calculeze

1

. 2
Iim n- [ 2" dx.
n—oo

e) e f) oo

AM 231 Un mobil porneste de pe loc si se deplaseaza in linie dreapta timp
de T minute, T' > 1, numar intreg, cu viteza

¢ , 0<t<60

v(t) = 1
1—|—;Sln7r(t—60) , 60 <t <60T

masurata in metri/secunda. Sa se calculeze aq, acceleratia atinsa de mobil la
un minut de la pornire si d, distanta parcursa in cele 7" minute.

a) a; =607 m/s? si d=1740 — T m;

b) a; = 2T m/s?* si d = 1740+ 60T m;

T
c) alz@m/s2 §i d=1800 — T m;

d) a; =27 m/s* si d= 1800+ 60T m;
e) a; =1 m/s* si d=1740 4 60T m;

f) a; =1m/s? si d= 1800+ 607 m.
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AM 232 Variatia sumei depuse intr-un cont bancar de-a lungul unui deceniu
este descrisa de functia S : [0, 10] — R,

t2
S (t) = 2000 — 10t - exp (5 — g) :

Sa se stabileasca la cati ani (notatie: tn;,) de la initierea contului, depozitul
atinge valoarea minima Sp,;,. Care este valoarea medie S,,; a functiei S in
acest interval de timp?

) tmin = 3 ani, S = 2000 — 20e*\/€, Spa = 20e3 — 205 + 2000;

o

tmin = 2 ani, Smin = 2000 — 18¢4\/€, Spg = 182 — 18¢® + 1800

o,

tmin = 5 ani, Smin = 1800 — 18¢1y/€, Spg = 182 — 20¢® + 1800

tomin = 2 ani, Siim = 2000 — 20e*\/€, Spma = 20e3 — 20> + 2000;

@

)
)
) tmin = 3 ani, Smin = 1800 — 20e*\/€, Spna = 18¢2 — 18¢® + 2000;
)
)
)

f) Toate raspunsurile de mai sus sunt gresite.

AM 233 Sa se determine aria subgraficului functiei f : [0,1] — R,

r+1
f(x)_:v%—?)'
16 16 16
In — 2—In— 1—In—
a) n-g b) n g c) n g
d)lng e)l—lng f) 2
16 16

AM 234 Sa se determine aria multimii marginite cuprinse intre

2?43
 x+3

siy=2.

a) 12—3In3 b) 124 31n3 c) 16 —3In3
d) 16 —12In3 e) 16 —In12 f) In12
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AM 235 Sa se calculeze aria domeniului marginit ce este cuprins intre para-
bolele y = 222 + 5 —3siy =6 —x — 2.

AM 236 Sa se calculeze aria domeniului plan marginit, delimitat de curbele
de ecuatii y = 3 — 2%, y = 2x.

AM 237 Sa se determine aria domeniului marginit, delimitat de parabola
y = x? — 4x si dreapta v — y = 4.

AM 238 Sa se determine aria domeniului marginit, delimitat de parabola
y? = 10z si dreapta y = 5z.

AM 239 Sa se determine aria domeniului marginit, delimitat de parabolele
y=1ax’gy=8—a°

AM 240 Sa se determine aria domeniului marginit, delimitat de parabola
x =1y —y? si dreapta z +y = 0.
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AM 241 Fie functiile f,g,h : R — R definite prin:

1, 0<x<3, 1, 0<z<2,
f(w)—{ 7 g(l‘)—{

0, 1n rest 0, 1in rest
respectiv N
) = [ Fiedgte =t
Sa se calculeze aria suprafetei delimitate de graficul functiei h si axa Ox.
a) 4 b) 1 c)0 d) 2 e) 6 f) 8

AM 242 Graficul unei functii derivabile f : [a, ] — R este afisat mai jos.

2

(b—a)/2 ' ] |
/\Gf | |
a b | |

0

(a=1)/2

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate ?

Ay : Exista o functie constanta g : [a,b] — (0,00) astfel incat aria subgrafi-
cului lui g sa coincida cu aria subgraficului lui f|j

Ay: Exista cel mult un punct zg € (a,c) cu proprietatea ca f'(xg) =0
c b
As: Valoarea integralei / f(z) dx este 2 / f(z) dx

Ay Punctul xq = b este punct de inflexiune pentru f

a—b b—a
2 b

As: Functia f : [a,c] — [ ] este surjectiva

(b—a)’
2

C
Ag: Valoarea integralei / |f(x)| dx este mai mare decat
a
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a) A17 A5 §l A(j b) A3 §1 A5 C) Al; Ag, A4 §1 A5
d) toate e) Ay si Ay f) As, As i Ag

AM 243 Sa se determine volumul corpului de rotatie generat de graficul

functiei f: [0,6] = R, f(z) = v/7 — 22 + 6z.

1 1
a) m <3\/§ + 12 arcsin Z) b) 7w (3\/7 — 12 arcsin Z)

c)m (3\/7 + 16 arcsin %) d) m (ln% + 16 arcsin Z)

e) (Sﬁ +1In Z) f) (7\/5 — 16 arcsin g)

AM 244 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei
3
Ox a graficului functiei f : [0, —W} — R, f(x) =xcosx.

2
47t 3x? I 9 7t 32
9rt 372 3 8t 3n?
4y =2 e) Sn? (12 — 2) ) P
16 8 8 9 8

AM 245 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei
Oz a cercului de ecuatie z° + (y —2)* — 1 =0.

AM 246 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei
2 2

Oz a elipsei de ecuatie % + Z/Z —-1=0.

a) 127 b) 107 c) 167 d) 1272 e) 1072 f) 1672
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AM 247 Sa se determine parametrul m asa incat volumul corpului obtinut
prin rotirea graficului functiei

f L2 =R, f(x) :2(35—@)
x
in jurul axei Ox sa fie egal cu volumul unei sfere de raza 1.

a) 3 b) 2 c) —1 d) -2 e) 4 f) -3

AM 248 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei f: [1,3] = R,

fay = V0D

T
5 4 3
a) mln — b) 7ln — c) —
' G Vi
4 2
)—W e)7rlni f) 7ln —

V5

AM 249 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei f : [1,3] — R,

T —2

T) = ——.

/@) 2 +4
) 13e )
In — In — In —
a)7rn13 b)37rn5 C)7rn13
) 13 )
d) 3 ln % e) 2mln — f) orIn 25
13 oe 13

AM 250 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei f : [O, g} — R, f(z) =sinz.

372 3r 3T 32 32 3r

a) — b) — c) — d) — e)ﬁ f) —
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ANEXE

Subiectele date la admitere
in anii 2014-2021
cu rezolvarile

integrale
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SESIUNEA: IULIE, DATA 22.07.2014 A

1.(8p) Fie ecuatia v/2 —x + +/x + 7 = 3. Sa se determine suma modulelor
radacinilor ecuatiei.

a) 1 b) 29 c) 36 d) 25 e) 37

2014 1 7
E = 1+ - El(K2+1)| .
;; ('+¢)§; (K2 +1)

a) 2014! b) 2014! — 1 c) 2015! d) 2015! — 2 e) 2016! — 2

3.(8p) Fie matricea A = (a;;); =123 cu elementele date de
(—1)"™, dacd i = j,
Q5 = (—1)”30;, daca 7 < 7

0, daca > j,

unde C; reprezinta combinari de j luate cate 7. Sa se calculeze A1,

1 -2 3 12 3 -1 2 -3
a)[ 0 1 -3 by | 0 1 3 ol 0o -1 3
0 0 1 001 0 0 -1
1 2 -3 1 -2 -3
)| o1 3 )| 0 1 -3
00 1 0 0 1

4.(7p) Se considera grupul (M, -), unde

M:{A(m):((l) T),mez}

si 7 -7 este operatia de inmultire a matricelor. Sa se determine simetricul
elementului A(2014).
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a) A(1) b)Y A®0) ¢ A(=2014)  d) A(-1) e A(ﬁ)

5.(9p) Se considera polinoamele

f = (X —2014) (X —2016) si g = (X —2015)*" + X — 2001.

Sa se determine restul impartirii lui g la f.

a) X +2014 b) X —2000 ) X —2016 d) X —2014 e) X + 2016

7
6.(9p) Stiind ca a € (0, %) si sina + cosa = 5 sa se afle tg g.

1 .1
c) 1 d)§§i§ e)vV2 -1
7.(7p) Dreapta d : 2z + y — 2 = 0 intersecteaza axele de coordonate in

punctele A si B. Sa se determine coordonatele punctului C' astfel ca punctul
(G(3,2) sa fie centrul de greutate al triunghiului ABC'.

) (8,4 D) (1, %) 035  d) (g %) ) (6,2)

8.(9p) Fie functia R — R, f(z) = x arctg x. Sa se determine asimptotele

la graficul functiei f.

a)y:gx—l b)y:gx—l,y:—gx—l c)y:—gx+1
d) nu exista e)y:—gx+1,y=gx+1

9.(7p) Fie f: D — R, f(r) = Vsinz?, unde D este domeniul maxim
de definitie. Sa se studieze derivabilitatea lui f in punctul g = 0. In caz

afirmativ sa se determine f(0).
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a) f este derivabila in zy =0 si f'(0) = —1
b) f este derivabila in zp = 0 gi f/'(0) =2
c) f este derivabila in g =0 si f/(0) =1
d) f nu este derivabila in xy = 0

e) [ este derivabila in zp =0 i f/(0) =0

10.(10p) Se considera functia f: R — R,

ar +a—2
o =—my

unde a este un parametru real. Sa se determine a astfel incat functia sa aiba

un extrem in punctul z = 1.

a) —2 b) 1 c) —1 d) 3 e) 2

11.(9p) Sa se calculeze

0
/ |42 — 11z — 3|d.
-1

135 221 37 231
kel d e) ==

435
48

*) 56 b) 35 )18 ) %

12.(7p) Calculati aria cuprinsa intre graficul functiei f : (0, 00) — R,

f(x) = xIn®x, axa Oz si dreptele z = ~ si z = e.
e

e? 5 e? 5 e? 3
c_ 2 b) — — 2 c_ 2
) 5~ 12 v )5 12
e? 7 e? 5
VT~ 1= )3 12
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SOLUTII AC+ETC 2014

1. Punem conditia de existenta  + 7 > 0 si obtinem z € [— 7 +00).
r=udsi v+ 7 =1

Notam /2 —x = u si Vo + 7 = v si atunci avem 2 —

de unde obtinem sistemul

cu solutiile u; = 0, v; =3, us = 2, vo = 1, uz =

Ty = —6 51 3 = 29.
In concluzie, suma modulelor radacinilor ecuatiei este

)
I S
= ~
—_
_|_
. <L | =
D - U
Bl X
Il =
—

DN .
]
=
=~

—_
_|_
S| =

(]

Il
—
1

N .
o
=
'S

™

Il
=

—_
_|_
<L =

I
—

’—‘/\/}:\/\/\
+
| =

[ SN
o
—
'S
<.

_I_

(]

Mz
=
— A —— —— —— "

Il
_
.

k=1

N .
o
—
'S
—_
-
~.

(]

N .

2|

- =
[a—y
+ o~
.

<
I
_
~.

w0t =9
u+v=3

—3 gi v3 = 6, adica r; = 2,

12| + | — 6]+ |29] = 37.

>

—_

<.

[(k+2)! = (k+ 1)) — 20 + 1) +2

Réaspuns corect: e).

EN(k+1)2—2(k+1) +2]} _

(k + )(k+1)—2k!(k+1)+2k!]} _

k=1

[u+2ﬂ—2—2u+1y+m}:

(4 DN+ 2) = 201+ 1)1 =

}:wﬁqy@+¢n—2i]w+¢ﬂ—u

I}-

Kk+mmk+2—1n_m@+1y—u]}:

}:
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= Z [1ji(i+1)!i] :Z[(1+i)(i+1)!] =
= Z[(2+i—1)(i+1)!]:Z[(2+i)!—(i+1)!]:
_ 20161 2 -

Réaspuns corect: e).

3. Cum
an = ()" =1, an=(-1)"?=1, ap= (=17 =1,

ap = (10 = -2, ay = (-1)P05 =3, am = (-1)7P05 = -3,
a1 =0, a3 =0, az =0,

rezulta ca
-2 3

1 =3
0 1

N
I
o O =

si atunci

b

L

|
OO =
O = N

(U%)

Raspuns corect: b).

4. Simetricul elementului

A(2014) :( ;o )

in raport cu inmultirea matricelor este

[A(2014)] 1 :( é _2{)14 ) = A(—2014).
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Raspuns corect: c).

5.  Cum restul impartirii polinomului ¢g la f este un polinom de grad cel
mult 1, din Teorema impartirii cu rest avem

g=f-gq+ax+0b, a,beR,
unde ¢ este catul impartirii, adica
(z — 2015)*°"* + 2 — 2001 = (z — 2014) (z — 2016) - ¢ + ax + b.
Pentru z = 2014 si x = 2016, ecuatia precedenta ne conduce la sistemul

2014a +b =14
2016a + b = 16

cu solutia a = 1 g1 b = —2000.
In concluzie, restul cautat este X — 2000.

Réaspuns corect: b).

6. Cuma € (O, %) rezulta ca g (0, g), iar tg g € (O, V2 — 1), deoarece
s
2tg —
tgz:—gw & tg2z—|—2tgz—1:(),
8

T
adica tg 3 =42 —1.
Deci, relatia din enunt este echivalenta cu

a a
2tg— 1—tg2— 7

2a+ ?L:—, unde tg2€<07\/§—1>,
L+tg? o 1+tg’ o 5 2

2

adica a a
6tg? — —Htg — +1 =10

g 3 g5+ ,

a 1
de unde obtinem ca tg 5=3 este singura solutie.
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Raspuns corect: a).

7. Dreapta d intersecteaza axele de coordonate in punctele A(1,0) si B(0, 2).
Cum punctul G este centrul de greutate al AABC, rezulta ca

14+0
g = AtTETIC 4 1HD+Tc To =8
3 3
si
ya+ys+y 0+2+y

Raspuns corect: a).

8. Cum lilj? f(z) = £o0, rezulta ca functia f nu are asimptote orizontale.
T—r00

In continuare, verificam daca f are asimptote oblice, adica asimptote de forma
y = mx + n, unde

m = lim M = lim arctgr = T
r—+oo I r—+o00 2
si
= Jim [f(x) —ma] = lm_|f(2) F 5a] =
o= ) e =l @)% ge) =
T arctgx F g
x
1
3 2
R A | S
T—Fo0 1 z—too 1 4 22
a2
“ . T . o . . ™
In concluzie, y = —x — 1 este asimptota oblica la +o0 si y = —51’ — 1 este

asimptota oblica la —oo.

Raspuns corect: b).
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9. Deoarece
0 v/sin 22 i 2 42
fi(0) = lim @) = J0) _ li YO gy /2 VT
z /0 z—0 x 0 x z 0 72 T
P R
xz,/0 I z /0 X
si
— in 2 in 2 2
0) = lim (x) — f(0) — lim Vsina? _ lim [sina? Va?
zN\0 z—0 z\,0 €T z\0 22 T
a\0 T a\0 T

rezulta ca f nu este derivabila in 0.

Raspuns corect: d).

10. Cum f admite un extrem in punctul x = 1, rezulta ca f'(1) = 0.

Dar

f(x)

a(z?+1) — (ax +a —2) -2z

@17

ar? + a — 2ax? — 2ax + 4x

(fEQ + 1)2
—ar’*+ (4 —2a)x +a

(22 +1)?

)

ceea ce ne conduce la ecuatia 4 — 2a = 0 cu solutia reala a = 2.

Raspuns corect: e).

11. Deoarece
1
422 — 11z — 3, dacd o € | —oo, _Z] U [3, 00)
[42? — 11z — 3| = 1
—422 + 11z + 3, daci z € (—1,3) ,

integrala devine

/.

N

(42° — 11z — 3)dz + /

0

1
1

(—42? + 11z + 3)dx =
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x3 x? —1 x3 x? 0 221
_(4~§—1L25—w)L4+(—4?;+U.E~Hﬁ)Li_Z§.

Raspuns corect: c).

12. Folosind formula de integrare prin parti de doua ori, obtinem

e e 9 ’ 9 e 9
A = /a:ln2xdx:/(%) lnzxd:p:%IHQﬂi—/%(IHQQZ)/OZ:U:

ol
o=
ol

2 1 2 1 2\’
= 62—22—/xlnxdx_2—ﬁ—/<—> Inzdx =
e J e "
2 1 e / 2 1 16
— %—2—62—x—lnx‘; /—(lnm),dx——g—ké/xdx:

Raspuns corect: b).

SESIUNEA: IULIE, DATA 22.07.2015 A

1.(7p) Fieecuatia /1 + /z+/8 — /& = 3. Si se determine suma riadacinilor
ecuaftiei.

a) S=-49 b)S=49 ¢)S=0 d)S=-48 e) S =48

2.(9p) Fiesirul (z,,),., cu termenul general

@,_<1—§>-<1—%>-m.(1—z%;),nefv\{u.
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b

Sa se determine suma tuturor elementelor multimii

<z, <

DN | —
[GCN I \V)

M:{neN*\{l}:

3.(9p) Fie multimile

M:{ze(c:|z—2|:2§z' [’Zigdzl}, P={|z|: z € M}.
Atunci:
a)P C (4, ﬂ] b) P = (4%) ¢) P = (; 2)
d) P (1,4] o) P = <4,@>

4.(8p) Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care
sistemul

mx —2y =1
—2r+y=m
T +my = —2

este compatibil.

a) R\ {1} b)R\{-1} ¢ {-1}  d){+1,2} ¢ {1}

5.(7p) Fie polinomul f = X3 + aX? 4+ bX + c,a,b,c € R. S& se determine
(b+ ) stiind c& restul impartirii polinomului f la X2+ 2 sa fie X +1 si restul
impartirii lui f la X + 1 este 3.
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6.(10p) Fie OA si OB doua raze perpendiculare in cercul de centru O si raza
2v/5. Sa se calculeze latura patratului MNPQ, unde Q € (OA),P € (OB),
iar M si N apartin arcului mic AB.

a) — b) V5 c) 2v/2 d) 2 e) V2

7.(8p) Fie C simetricul punctului A(1,2) fata de punctul B(3,4). Prin C se
duce o dreapta d ce intersecteaza axa Ox in punctul P. Sa se determine toate
valorile pantei dreptei d astfel incat aria triunghiului APC sa fie egala cu 4.

6 6 3 3 6
-3,1 b) -, = —2,0 d) -, - 1, -
D31 bgo 9-20  doS oLy
8.(9p) Sa se determine
: 2 T
xh_)ngo(x zln(e® +1)).
a) 0o b) 0 c) 1 d) —oo e) nu exista
9.(10p) Sa se calculeze integrala
2
-1
/ \/x dz.
1 3—x
1 -1
a)ngl b)g—l c)m+1 d)7r—§ e)ﬂ'2

10.(8p) Sa se determine aria figurii plane situata in cadranul IV, marginita
de parabola y? = 9 — 2z si de dreapta 2z — 3y = 9.

>~ ©

a) 9 b) - c) 18 d)

24
2 )

11.(8p) Se considerd functia f : R — R, f(z) = (2? — 2z + 1)e”. Si se
determine multimea absciselor punctelor de extrem local ale functiei f.
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a) {—1,0} b) {0} c) {0,1} ) {-1,13 {1}

12.(7p) Fie functia f : (0,00) — R definita prin f(z) = xlnz. Sa se
determine ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1.
a)2y—x+1=0 b)y—x—1=0 c)y+xz=0
d)y—x+1=0 e)y—2x+1=0

SOLUTII AC+ETC 2015

1. Notand /1 + /x = u, /8 — v/x = v si eliminand x din cele doua relatii,
se obtine:
u+v=3u+0v*=9,

cu solutiile u =2, v =1gi v = 1,v = 2. Rezulta x = 49 sau = = 0.
Réaspuns corect: b).
2. Avem succesiv:
) (oa) (e (o)
T, =(1—=|-(1—=)-...-[1— = 1—
( 3 6 Crnt 1£[2 Cin

T 2\ kak+2 k- 1)(k+2)
_g(l_’f(’f+1))_k:2 k(k +1) =11 k(k + 1)

k=2

n

_H k—1 k+2 H k—1qpk+2 n+2
k+1 Lk+1 0 30

Ramane de rezolvat in N inecua‘gla:

n+ 2 < 2’
3n — 3
deci n € {2,3,4}. Réaspuns corect: c).

<

N | =
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3. Consideram numarul complex z scris in forma algebrica, adica z =
a +ib,a,b € R. Din conditia | 2 — 2 |= 2 se obtine a* + b* = 4a, adici
—a® +4a = b? > 0, ceea ce implica a € [0, 4].

1
Din a doua relatie, 1 < < 2 regulta 1 < 9—2a <1, deci a €

|z =3
35 o . . .
4, 3/ Tinand acum cont ca a € [0,4] avem unica solutie a = 4,b = 0 sau
z =

4, deci P = {4}.
Raspuns corect: d).

4. Din Teorema Kronecker-Capelli, sistemul este compatibil daca si numai
daci rang A = rang A. Cum rangul maxim al lui A este 2, rezulta ci deter-
minantul lui A trebuie sa fie 0, adicad m = 1. Se verifica usor ca pentru m = 1
avem rang A = rang A = 2, deci sistemul este compatibil.

Réaspuns corect: e).

5. Aplicand Teorema lui Bézout rezulta ca f(—1) = 3 si aplicand apoi
Teorema impartirii cu rest, rezulta ca exista polinomul ) astfel incat

flx) = (2" +2)Q(z) + 2 + 1.

Coroborand acum cele doua informatii, avem a — b + ¢ = 4. Inlocuind in
polinomul f pe ¢ = 4 — a + b si Impartindu-1 la X? + 2 se obtine restul
(b—2)X +4 — 3a+ b, care trebuie sa coincida cu X + 1. Se obtin a = 2,b =
3,c=5.

Raspuns corect: d).

6. Notand cu x lungimea segmentelor [OQ)] si [OP], cu C proiectia punctului
O pe latura PQ si cu D proiectia punctului O pe latura M N rezulta imediat ca

2 3rv2
latura patratului M NPQ este zv/2, OC = x\/_7 iar OD = x\/_ Aplicand

Teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic OM D se obtine ca z = 2, deci
latura patratului MNPQ este PQ = 2v/2.

Réaspuns corect: c).
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7. Cum C este simetricul punctului A(1,2) fata de B(3,4), se obtine imediat
ca C(5,6). Fie P(p,0), p € R. Atunci, aria triunghiului APC' se calculeaza
astfel:

1 21 1
AAAPC: ’ P 01 |:§|2p+2]:4,
5 6 1

N | —

de unde rezulta ca p = 1 sau p = —3. Daca p = 1 atunci panta dreptei AP

este m = 27 iar daca p = —3 se obtine m = 1

Raspuns corect: d).

8. Facand schimbarea de variabila e” + 1 = y, avem:

-1
lim (22 —2In (e*+1)) = lim (In*(y—1)—In (y—1)lny) = lim In (y—1)-In L
)

T—00 Y—>00 Y—+00

Din cauza nedeterminarii 0 - 0o, trecem unul din factori la numitorul celuilalt
si aplicam apoi de doua ori Regula lui 1” Hospital:

m Yt
n 2
-1 -1 -2
lim 1y = lim M = lim —— =0.
Y—00 Y—00 Y y—ooy — 1
In (y —1)

Raspuns corect: b).
9. Amplificand raportul din integrala cu v/ — 1 se obtine:

2

1/ g:idle/\/(?)—xx_)(lx—l)dx:/\/lf(;—l_wdx

= 2 ’ dr — 2 ! dz
1/\/1—(93—2)2 1/\/1—(95—2)2
= —mﬁ + arcsin(z — 2)}?2 g -1

Raspuns corect: b).
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10. Punctele de intersectie ale parabolei y? = 9 — 2z cu dreapta 2z — 3y = 9
9
sunt A(0,—3) si B (5, 0) . Cum graficul parabolei se afla sub graficul dreptei

9
pe tot interiorul intervalului |0, 5} , aria suprafetei determinate de parabola

si dreapta se calculeaza cu formula:

3
2

9 1 9
—Mﬁ—gg—m)g:

O wlo

9

3 (20 — 2

A:/ <$39+\/9—2x>dx:%‘
0

el ©

Réaspuns corect: d).
11. Stiind ca multimea punctelor de extrem local ale unei functii se gasesc
printre solutiile primei derivate, rezolvam ecuatia f’(x) = 0. Se obtin solutiile
x = +1. Folosind tabelul de monotonie al functiei f se observa ca x = —1 este
punct de maxim local, iar x = 1 este punct de minim local al functiei f.
Réaspuns corect: d).
12. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1 este:
y—f(1)=f(1)-1).
Cum f(1) =0iar f’(1) =1, se obtine y = x — 1.

Raspuns corect: d).

SESIUNEA: IULIE, DATA 26.07.2016 A

1.(8p) Sa se determine valoarea minima m, respectiv valoarea maxima M,
a functiei f:[1,3] = R,
f(z) =2 -3z +2.



1

a)m:—Z,M:O b) m =0, M = 42 c)m=—-42, M =0
1
d)m=0, M=2 e)m:—Z,M:
2.(9p)  Sa se calculeze suma
g1 1 1 1
~ 2016 T 2016 T T Soi 3
> logyk? >~ logg k2 > 1085016 k2
k=1 k=1 k=1
2015 1 2
a) S=0 b) S=—— c) S =2016 d)SIE 6)825
3.(7p) Fie X € M 3(R) astfel incat
2 0 5
X| 41 -12]=(12 3).
1 0 3
Sa se determine suma elementelor matricei X.
a) 11 b) 12 c) 10 d) 4 e) b

4.(8p) Fie G = (3,+00). Sa se gaseasca valorile parametrilor reali a si b
astfel incat legea de compozitie

rxy=axy—3r—3y+a

sa determine pe G o structura de grup abelian, iar aplicatia f : R — G,
f(z) = €® + b sa fie morfism intre grupul aditiv al numerelor reale (R, +) si

(G, *).
a)a=—12,b=3 b)a=3,b=12 c)a=12,b=3
d)a=12,b= -3 e)a=3,b=-3

5.(7p) Sa se determine numarul de radacini intregi n ale polinomul

X34+ X2+ X -3.
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a) 4 b) 0 c) 3 d)1 e) 2

6.(10p) Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care

nu exista € [0, 7] astfel incat

cos 4x + (m + 3)(sin = + cos ¥)* — 3m — 2 = 0.

a) m € (—oo,1) U (3,00) b) m € [1,2) c) m=2
d)m=3 e)me (2,3)

7.(9p) In sistemul cartezian zOy se considers punctele A(1, —2) si B(1,3).
Sa se determine valoarea parametrului pozitiv a pentru care punctul P(2,a)
apartine bisectoarei unghiului AOB.

V2
10

—_
2%
—_

a) 10v/2 — 14 b) c) 14v/2 — 10 d)

8.(8p) Sa se calculeze

lim z*.
2\ 0

a) b) 0 c) 1 d) oo e)e

o =

9.(8p) Fie functia f : R — R, f(z) = e* — e - z. Sa se determine imaginea
multimii R prin f.

a) [1,00) b) [e, 00) ¢) (—o0,0] d) [0, 00) e) R

10.(8p) Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = /2 - Inz. Sa se deter-
mine panta tangentei la graficul functiei f in punctul A(1,0).

d)1 e)e

a) b) 0 c)

DO | —
D W
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11.(8p) Sa se calculeze integrala

/6 vinz d

————dx.

1 z(14++Inz)3

a)%—anZ b)21n2—i c)z—lnél d) ln4—§l e)2ln2—§

12.(10p) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei

f:R—=R,
T —2
x) = ,
/@) 2 +4

axa Ox ¢ dreptele x = 1, respectiv z = 3.

a) VI3 —v5+2In (VI5=3) (V5 +1)
4

(3+2v?2) (V5 —1) (VI3 —3)
4

b) V5 + V13 — 42+ 21n
c) 13v/5 —41In (3 +2v2)

d) 4v2+ V13— V5 +2In (3+2v2) (vV5-1) (V13-3)

4

(3+2v2) (vV5—1) (VI3 -3)
4

e) V5 + V13 —4y/2 —2In

SOLUTII AC4+ETC 2016

1) .
— ], minimul

3
1. Cum varful parabolei asociate functiei f(z) este V (5, ~1

1
functiei pe intervalul [1,3] este m = 7 in plus, f(1) = 0, f(3) = 2, deci

maximul este M = 2.

Réaspuns corect: e).
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2. Suma data se poate scrie succesiv:

1 1
S =
log, 1 + log, 22 + ... + log, 20162 * logs 1 +logs 22 + ... + logs 20162+
1 1
o+ 2 S — =
logygig 1 +10gsg16 2% + ... 41089016 2016 3
1 1 1 1

" logy 1222 .. 20167 logz 1222 .. 20162 " Toggg 12-22 ... - 20162 3

1
= 10g12,22_m,20162 2 . 3 et 2016 - § —

1 1
3 6

DO | —

Raspuns corect: d).

3. Considerand X = ( a b c ) , ecuatia devine:

2 0 5
(abec) | 41 —12|=(123).
1 0 3

Se obtin relatiile 2a —4b+c=1,b = 2,5a — 12b + 3¢ = 3 de unde
a=0,b=2c=9,deci X=(0 2 9).

Réaspuns corect: a).

4. Din conditia ca legea de compozitie sa fie asociativa se obtine a = 12. Se
observa ca pentru aceasta valoare a parametrului a restul axiomelor grupului
sunt indeplinite. Folosind definitia morfismului intre doua grupuri, f(x+vy) =
f(z) * f(y), avem succesiv:

fa+y) = e+
si
f(@)x f(y) =" 4+ (b — 3)e” + (b — 3)e¥ + b — 4b + 12.

Egaland cele doua expresii, se obtine (b — 3)(e” + €Y + b+ 4) = 0 pentru orice
x,y € R, adica b = 3.
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Raspuns corect: c).

5. Se observa ca suma coeficientilor polinomului este 0, deci x = 1 este
radacina a polinomului. impér’gind polinomul la X — 1 (sau folosind Schema
lui Horner) se obtine catul X? + 2X + 3 care, avand discriminantul negativ,
nu mai are radacini reale. Deci polinomul are o singura radacina intreaga.

Raspuns corect: d).

6. Ecuatia data se poate scrie sub forma:
—2sin® 2z + (m + 3) sin 2x — 2m + 2 = 0.
Notand sin 2z = t, ecuatia devine:
—2t* + (m+3)t —2m +2 =0,

: Coae m—1 . G s . :
si are radacinile ¢; = 2,ty = — Cum prima radacina este in afara interva-
lului [0, 1], rAmane ca si a doua radacina sa fie in afara aceluiagi interval, adica
m—1

-1
5 > 1. Se obtine m € (—o0,1) U (3, c0).

. m
<04l

Réaspuns corect: a).

7. Folosind proprietatea punctelor aflate pe bisectoarea unui unghi de a
se afla la distante egale de laturile unghiului, punem conditia d(P,OB) =
d(P,0OA). Se gasesc ecuatiile dreptelor OA : y = —2z si OB : y = 3z, deci
distantele de la punctul P aflat pe bisectoare la acestea sunt:

d(P.OA) = % d(P,OB)

Egaland cele doud expresii se obtine a = 10v/2 — 14.

_|6—al
V10

Réaspuns corect: a).

8. Observam ca suntem in cazul nedeterminarii 0°, deci avem succesiv:

limz® = lime =lime = .
\0 \0 \0

zlnz
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Aplicand Regula lui 1” Hospital, se obtine:

1
Inx —z_
. I . =1 b 0
limez =limes2 =¢ * =g’ =1.
N0 \0

Réaspuns corect: c).

9. Solutia ecutiei f/'(x) = 0 este x = 1 iar limitele la capetele domeniului de
definitie sunt lim f(x) = oo, lim f(z) = co. Folosind tabloul de variatie al
T—00 T—r—00
functjiei, se obtine ca Imf = [0,00).
Raspuns corect: d).
10. Panta tangentei la graficul funtiei f in punctul A(1,0) este f/(1) = 1.

Raspuns corect: d).

1
11. Folosind substitutia Inz = t, — dxr = dt, integrala devine:
x

2 Vi B 2 "
/1 (1+V1)3 dt_Q/l 2VE(L + V)3 .

1
Se face apoi schimbarea de variabild 1+ v/t = s, 2_\/5 dt = ds si se obtine:

2 (¢ _1)2 2 21 |
1 s 1S 1S 18 4

Raspuns corect: d).

12. Observand ca functia f este pozitiva pe intervalul [2, 3] si negativa pe
[1,2], aria se va calcula astfel:

A /Q—Q_x P e W
— €T X
1 \/.CE2+4 2 \/272—1—4
=2In(z + Va2 + 4)|: — Va2 + 4|} + Va2 1 4f, - 2In(z + Va? + )|
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(3+2v2) (vV5-1) (VI3 -3)
. .

= V5 4+ V13 —4v2+2In

Raspuns corect: b).

SESIUNEA: IULIE, DATA 25.07.2017 A

1.(9p) Fie z; si 5 solutiile ecuatiei
? —2a(z — 1) —x2(a+ 1) = —a,
unde a este un parametru real. Sa se calculeze =3 + 23 — 1.

a) 9a* + 1 b) 9a* — 12a ¢) 9a® — 1 d) 9a* e) 9a* — 3a + 12

2.(7p) Sa se determine numarul termenilor rationali ai dezvoltarii binomului
(- 3.
a) 3 b) 4 c)b d) 6 e) 7

3.(8p) Sa se calculeze valoarea determinantului

a®> (a+1)* (a—2)?
v (b+1)* (b—2)?
? (c+1)* (c—2)?

a) 0 b) —4(b—a)(c —a)(c —b)
¢) 12(b—a)(c —a)(c —b) d) 4(b—a)(c—a)(b—rc)
e) 12(a — b)(c —a)(b—¢)

4.(9p) Fie multimea numerelor reale inzestrata cu legea de compozitie
rxy=2zxy —6(x+y)+21

pentru orice x,y € R. Produsul solutiilor ecuatiei 2% * 27% = § este:
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DN | —

a) 0 b) —1 c) 1 d) 2 e)

5.(10p) S se determine restul impartirii polinomului (2X3 + X + 1)217 1a
polinomul X? — X + 1.

a) X —1 b) X ) X +1 d) —X +1 e) —X —1

6.(7p) In paralelogramul ABCD, unghiurile BAC si ABC au misurile
de 30°, respectiv 135°, iar lungimea laturii AD este 3. Sa se calculeze aria
paralelogramului ABC'D.

2) 33 V3) b) 2(3 - v3) o YA+
Q) 3 (V3 1) &) S(V3—1)

7.(8p) Prin punctul A de intersectie a dreptelor dy : z +y — 2 = 0 si
dy : 2x —y — 4 = 0 se duce o dreapta d paralela cu dreapta de ecuatie y = .
Fie P un punct oarecare al dreptei d, diferit de A. Sa se calculeze raportul
dintre distanta de la P la d; si distanta de la P la ds.

1
0) 25 DvE  ovio )Y o2
8@)P“ft'fR%Rﬂ)—3ﬁ Si se calcul
.(8p ie functia f : , f(x Rt a se calculeze
tim (1)
a) e b) e c) 1 d) e? e) 0o

9.(8p) Fie functia f: R — R, f(x) = 2%e~%. Si se calculeze f”(—1).

a) Te b) —7e c) e d) —3e e) de
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10.(8p) Se considera functia f : R — R, f(z) = /|22 —4x| . Sa se
determine multimea tuturor punctelor de extrem local ale functiei f.

a) {2} b) {0,2,4} o) {2,4} d) {0,4} e) 0

11.(8p) Sa se determine a € R astfel incat

a 4
/ ’ da::—g.
e+ 1 5

a) 1 b) —v/32 c) —3v/32 d) 2 e) —2

12.(10p) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei f: [1,3] = R,

fy VRO

X

SOLUTII AC+ETC lulie 2017
1. Deoarece ecuatia din enunt este echivalentd cu 22 — (3a + 1)x + 3a = 0,
se observa ca xy + 9 = 3a + 1 i 122 = 3a, de unde

i+ 2k — 1= (2, +29) — 20109 — 1 = 9a°.

Raspuns corect: d).
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2. Termenul general din dezvoltarea binomului (\3/5 — \“75)80 fiind

80—k k

Tin = Cyo(VB) M (V2)h = Cf5 3 25, keO,80,
el este numar rational daca si numai daca sunt satisfacute simultan conditiile:

80 — k k
—— N i —-€N
5 € iz eN,

adica k € {5, 20, 35, 50, 65,80}.
Raspuns corect: d).
3. Facand operatii cu coloane si linii, determinantul poate fi scris
a® (a+1)* (a—2)? a®> 2a+1 —da+4
Bo(b+1)? (b—2)? | PTETTN B 241 —db 4 | TETE
2 (e+12 (c—22 | PN 2 241 —de+4
a’? 2a+1 1 a’ 20+1 1
=6 »* 20+1 1|26 B —a® 20b—a) 0=
2 241 1 [T L2 02 9(c—a) 0

=12(b—a)(c—a)(b—c).

Réaspuns corect: c).

4. Ecuatia din enunt este echivalenta cu 2(2* 4+ 27%) = 5, care are solutiile
x1 =1 8i x9 = —1, deci produsul lor este —1.

Raspuns corect: b).

5. Cum restul impartirii polinomului (2X3 + X + 1)2917 la X? — X + 1 este
un polinom de grad cel mult 1, din Teorema impartirii cu rest avem

2° +2+1)*"" = (2> —2+1)-Q(z) + ax + b, a,b € R,

unde () este catul impartirii.
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Fie w o radacing a polinomului X2 —X+1. Atunci w® = —1 i w?—w+1 =0,
adicd w? = w — 1 si Inlocuind pe z cu w in relatia de mai sus se obtine
(wW-—1"""=aqw+b & WY "=aw+b & w=aw+b,

de unde rezulta ca a = 1 gi b = —1, deci restul cautat este X — 1.

Réaspuns corect: d).

6. Aplicand Teorema sinusurilor in triunghiul ABC' se obtine ca

R
_L =
=c s AC =3V

BC AC

—_— - —_— @
sin(BAC)  sin(ABC)

w o

Cum m(A/C’\B) = 15° si

2
cos(15°%) = cos(45° — 30°) = cos45° - cos 30° 4 sin 45° - sin 30° = %(ﬁ +1)

atunci din Teorema cosinusului avem ca

2
AB? = AC? + BC? —2AC - BC - cos(ACB) = 9(2 — V/3) = [3—\2/5(\/3 — 1)] :
adica 9
Aapep = AB - BC - sin(ABC) = 5(@ —1).

Réaspuns corect: e).

7. Cum A este punctul de intersectie al dreptelor d; si ds, atunci coordona-
tele lui se gasesc rezolvand sistemul format din ecuatiile celor doua drepte si
obtinem A(2,0), iar ecuatia dreptei d este y = x — 2.

Fie P(p,p — 2) € d, p # 2. Raportul cerut este

= /10.

Raspuns corect: c).
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8. Functia f poate fi scrisa

3z ,  x? , TP+1-1 ) 1
f(z) o 3z o 3x o 3z

si atunci

1 1 1
lim ( f(e") "= lim 3% (1- ! "= lim 3t (1 ! T2
T—00 T—00 ez +1 T—00 e +1 '

Raspuns corect: d).

9. Observand ca f'(x) = e *(2z — x?) si f"(z) = e (2 — 4z + 2), rezulta
ca f’(—1) = Te.

Réaspuns corect: a).

10. Explicitand modulul, functia f devine

i) Va? — 4z, daca x € (—oo,0) U [4, +00)
xT) =
vV—ax?+4x , daca x € (0,4),

iar derivata sa este
xr—2

21?2 — 4z

f’(a:) - —x 4+ 2
2V —x2 + 4x

Din tabloul de variatie al functiei se observa ca punctele de extrem ale functiei
sunt {0,2,4}.

, daca z € (—o0,0) U (4, +00)

, daca z € (0,4).

Réaspuns corect: b).

11. Notand integrala din enunt cu [ si facand schimbarea de variabila
—x =t obtinem

—a t4 a t4t at4 t 1—1
" et+1 gt +1 a et+1
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@ t 5 4 a’
= tt— dt=—|" -1 I=—
/_a< et+1) 5|—a < 5

5
. . . a
Prin urmare, solutia ecuatia — = —— este a = —2.

bt

Réaspuns corect: e).

12. Volumul cautat este

?1 1 s 1)’
V:Tr/n(x—:_)dl‘:ﬂ'/ ln(x+1)(——) dx =
1 z 1 z

Réaspuns corect: a).

SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 13.09.2017 A

1.(8p) Fie z; si 2 solutiile ecuatiei
log, (62 — 11z + 6) = 0.

Sa se determine z; + .

a) = b) 1 c) — d) 8 e) 12

1
2.(9p) Se considera progresia aritmetica(ay,),>1 In care a; = 1 giratiar = 3

Sa se determine as.

a) 3 b) g ¢) 4 d) 6 ¢)

N | ©
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3.(8p) Fie matricea A = ( _21 _21 ) . Sa se calculeze determinantul ma-
tricei A2017,
a) 1 b) 22017 c) —2%017 d)o e) —1

4.(9p) Sa se rezolve sistemul

20 +y+2z= -1

20+ 2y + 32 =2

r—2y—z=4.
a’) <_27 L, ]-) b) (37 _27 _3) C) <_57 _37 6)
d) (0,—-1,0) e) (—14,—-21,24)

5.(7p) Fie polinomul f = X3 —2X? +aX + b, a,b € R. Si se determine a
si b stiind ca —1 este radacina a polinomului f si restul impartirii polinomului
fla X — 2 este 6.

7.(10p) Fie a € R astfel incat punctul Q(4, —1) apartine dreptei
d:2x+ay—9=0.

Sa se scrie ecuatia dreptei ce contine punctul P(—1,1) si este paralela cu
dreapta d.



ANEXE 295

a)y=x+2 b)y=—x c)y=2x+3
d)y=-2zr-1 e)y=2x+1

8.(8p) Fiefunctia f: R — R, f(x) = 22*+2%+3. Sd se calculeze lim /()

ro—o0o 14

a) —2 b) 0 c) 00 d) 1 e) 2

9.(8p) Fie functia f : R — R, f(z) = zcosx. Sa se determine ecuatia
tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa xq = 0.

a)y=ux b) y =2z c)y=0
d)y=—x e)y=z+1

10.(8p) Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei
f:R—=R,
f(z) =e"(2® — 2z +1).

11.(10p) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre graficul functiei

f:(0,00) = R,
f(x)=xIn’z,

1
axa Oz si dreptele x = — gi z = e.
e

e? 3 e? 7 e? 7
-2 b) — — - L
)3 @ ) 6~ 1e2 )Y i
e? 5 e? 5
q) &= - 2 £ 2
)T 1 ) g 2

12.(7p) Sa se calculeze integrala nedefinita

z—3
—d
/x2—|—4x—5 v

pe un interval I C (1, 00).
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4 1

a) gln(az+5)—§ln(a:—1)+c, CeR
1 4

b) gln(x+5)—§ln(x—1)+(7, CeR

4 1
c) 51n(a:+1)+§ln(x+5)+c, CeR

1 4
d) gln(x—l)—gln(x+5)+0, CeR

1 4
e) 51n(x+5)+§ln(x—1)—|—C, CeR

SOLUTII AC4+ETC Septembrie 2017

1. Cum 622 — 11z 4+ 6 > 0 pentru orice x € R, ecuatia din enunt este

echivalentd cu 6x® — 11z + 5 = 0 si atunci suma solutiilor ei este 5

Réaspuns corect: c).

1

2. Termenul cautat este a5 =a; +4r =1+4- 3= 3.

Réaspuns corect: a).

3. Cum det A = 0, rezulta ca det(A?'7) = (det A)?°17 = 0.

Réaspuns corect: d).

2 1 2
4. FieA=]| 2 2 3 matricea asociata sistemului. Cum det A =
1 -2 -1

1 # 0, rezulta ca sistemul este compatibil determinat si aplicand Formulele lui
Cramer se obtine solutia z = —14, y = —21 si 2 = 24.
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Réaspuns corect: e).
5. Din conditiile f(—1) =0 si f(2) = 6 rezulta sistemul
a—b=-3
{ 2a+b=06
care are solutiaa =1gi b =4

Réaspuns corect: b).

4
6. Din Formula fundamentala a trigonometriei rezulta ca cos x = £ de unde

. 5 sinx 3
se obtine ca tg x = =-.
cosr 4

Raspuns corect: d).
7. Cum Q(4, —1) apartine dreptei d se obtine ca 2-4+a-(—1)—9 = 0, adica
a = —1. Din faptul ca dreapta cautata este paralela cu dreapta d rezulta ca
pantele lor sunt egale cu 2 si prin urmare, ecuatia ei este y = 2z + 3.

Réaspuns corect: c).

8. Limita cautata poate fi scrisa

1 3

et 5+

24 2 3 SB( 2 4
lim f(z) = lim H—x—i—: lim L L = 2.

z——oo 1t T——00 it T——00 it

Réaspuns corect: e).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 0 este:

y — f(0) = f(0)(z - 0).
Cum f(0) = 0 iar f'(0) = 1, se obtine y = x.

Réaspuns corect: a).
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10. Cum f'(z) = e®(2* — 1), rezultd cid z = £1 sunt cele doua puncte de
extrem ale functiei f.

Raspuns corect: b).

11. Aria cautata poate fi scrisa

e e ZL‘2 ! ZL‘2 . e
A:/ xanxdx:/ (—) 1n2xdx:—ln2x’1 —/ zlnzdr =
1 1 2 2 e 1
ez 1 e /x2\’ e 1 a? e 1 [° e 5
_5_@_[ (5) 1“”“5‘@‘?”'1*5[ =

Raspuns corect: d).

-

12. Integrala poate fi scrisa

T —3 r—3
——dr = dr =
22 +4x —5 (x —1)(x +5)
1 1 4 1 1 4
_ - dr + = dr = —=In(z — 1) + =1 .
3/m—1 x+3/x+5 T 3n(x )+3n(x+5)+c

Raspuns corect: a).

SESIUNEA: IULIE, DATA 23.07.2018 A

1.(7p) Fie progresia geometrica (a,)nen+, avand termenii strict pozitivi si
ratia 2018. Daca

ay+az  as+as n n Q2017 + Q2018
. ,
az+az as+ay Q2018 + Q2019

S:

atunci:

2017
2018

2018

d) $=2018 ) S
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2.(8p) Fie multimea

2
A:{ZGC:zE:Qgi Z+3:1}.
z—3i
Daca S = ) z, atunci:
z€A
, 4 2, :
a) S=1-—2i b)S:—g—gz c) S=1+2i
4 3.
d)S=3 e)S—g+gz

3.(10p) Sa se calculeze valoarea determinantului

0 n+1 Cf
Cy (n+1)?* C3
C; (n+1)7° C3
a) n(n+1)(n+ 2) b) 0
c)n(n+1)(2n —1) d) n(n+1)(2n+1)
e)n(n—1)(n+2)

4.(9p) Fie sistemul
r+3y+4z=m

20 +4y + 62 = —1
—2x + 6y + 4z = 5.

299

Sa se determine valorile parametrului m € R pentru care sistemul este incom-

patibil.

) vl ey
d) 0
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5.(8p) Se considera polinoamele
f= (X —=2018)"""" + X — 2020 si g = (X — 2017) (X — 2019).
Sa se determine restul impartirii lui f la g.

a) 4X — 8076 b) X + 2019 ¢) 2X + 4038
d) 2X — 2019 e) 2X — 4038

6.(7p) In triunghiul dreptunghic ABC cu m(ﬁ) = 90°, m(é) = 30° i
AB = 6 se inscrie patratul ce are doua varfuri pe ipotenuza si celelalte doua,
respectiv, pe cate o cateta. Sa se afle lungimea laturii patratului.

2) 143 b) 1—;(4—\/3) ) —6ﬁ2_5
a) %(4\@—3) ¢) 3*2/5

7.(9p) Se dau punctele A(0,1), B(1,1) si C(4,3). Fie y = mx + n ecuatia
inaltimii triunghiului ABC dusa din A. Sa se calculeze m - n.

3 1 5 5
_= = 2 2 1
2 — b) 3 °E Q) 0
8.(8p) Se considera functia f : [1,4+00) — R,
4 — 32

fla) = =
Sa se determine multimea valorilor functiei f.
a) R b) [1, +o0) c) [=1,1] d) [-1,2] e) [-1,+00)

9.(10p) Se considera functia f : R — R,
f(z) =e “(ax +b), a,beR.

Sa se determine a, b € R astfel incat f(0) =1, f/(0) = 2.
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10.(7p) Fie functia f: D C R — R, f(z) = z —tg z, unde D este domeniul
maxim de definitie a functiei. Sa se calculeze

lim f(tg ) .
z—0 33
1 1 1
-1 b) = d) —= —=
3y ERY ) -3 )~
11.(8p) Sa se calculeze
/7 dz
3 (.CC + 1) VI — 1
™2 ™2 T s ™2
ST Vo 9% Vg 9%

12.(9p) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinsa intre graficele functiilor

3m
f?g: [Oa_

5|~ R, unde f(z) =sinz si g(x) = cosz.

a) 2v/2 b)2v2 -2 ¢)2v2—-1 d)4v2—-1 e)4y2-2

SOLUTII AC+ETC Iulie 2018

1. Cum (ay,)nen+ este o progresie geometrica, atunci suma poate fi scrisa

a, + arr ar + ar? a 7?0160 1 g 2017
S = + +o+ -

ar +ar? - ar? +ard 0 ar?07 4 qqr2018
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_altn) et e a1, 2007
ar(l4+7r)  ar?2(1+4r) ar®(1+r) r 2018

Réaspuns corect: c).

2. Fie z=a+ bi, a,b € R. Atunci relatia z - Z = 2 este echivalenta cu

a’ 4+ b = 2. (1)

Pe de alta parte, relatia = 1 poate fi scrisa

2z+3'

22+ 3 22+ 3 1 o 2a + 2bi + 3 2a + 2bi + 3 1 o
2 —3i 2—3i) a -+ bi — 3i a+bi—3i )

2a + 2bi + 3 2a+3 -2\ _ (2a+3)2—|—462_1 -
a-+bi—3i a—0bi+3i ) @+ (b-32
& b= —-2a—-1. (2)

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (1) si (2), se obtin doua solutii:

1 1 7
alzg, blz—g, de unde ZlZg—gi
si

as = —1, by =1, de unde 29 = —1+1.
. 4 2
In concluzie, S = z1 + 29 = —= — —1i.

5 O

Raspuns corect: b).

3. Determinantul poate fi scris

0 n+1 1 0 1 1
2 m+1)?2 1|=m+1)][2 n+1 1|2
3 (n+17 1 3 (n+1)? 1
0 0 1
=(n+1)| 2 n 1|=nn+1)2n+1).
3 m+1)2-11
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Raspuns corect: d).

4. Fie
1 3 4
A= 2 4 6
-2 6 4
matricea asociata sistemului. Cum det A = 0 gi determinantul principal este

rezulta ca rangA = 2. Sistemul este incompatibil daca gi numai daca determi-
nantul caracteristic este nenul, adica

1 3 m 1
A= 2 4 —1|#0 & m#—l—o.
-2 6 5

Réaspuns corect: e).

5.  Cum restul impartirii polinomului f la g este un polinom de grad cel
mult 1, din Teorema impartirii cu rest avem

(2 — 2018)*°'" + & — 2020 = (z — 2017) (z — 2019) - Q(z) 4+ az + b, a,b € R,

unde Q este catul impértirii. Inlocuind in aceastd relatie pe x cu 2017, respectiv
2019, se obtin relatiile din urmatorul sistem

2017a +b = —4
2019a + b =0,
de unde a = 2 gi b = —4038, adica restul impartirii lui f la g este 2X — 4038.

Réaspuns corect: d).

6. Fie D € [AB], FE € [AC], F,G € [BC] astfel incat DEFG este patratul
a carei latura ni se cere. Notam lungimea acestei laturi cu x.
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Aplicand Teorema unghiului de 30° in triunghiul BDG cu m(@) =90°,
rezulta ca BD = 2z, iar

— B V3  BG

Analog, in triunghiul ABC' cu m(B/A\C’) = 90°, avem

cos(z@) = g—g & ? = BiC' &  BC=4V3,

iar in triunghiul EFC cu m(ﬁﬁW\C’) = 90° si m(@) = 60°, avem

—— EF T V3

Dar BC = BG + GF + FG, adici V'3

12
T = 1—3(4 - V3).

+r+2vV3= 4\/§, de unde se obtine

Réaspuns corect: b).

2
7. Cum panta dreptei BC este — , rezulta ca panta inaltimii cautate este
3

— , lar ecuatia ei este y = —§x + 1. Deci, m-n = —5

Raspuns corect: a).

8. Cum functia f este descrescatoare pe intervalul [1,2] si crescatoare pe
intervalul (2,00), f(1) =1, f(2) = —1 i lim f(z) = 0, rezulta ca Imf =
T—r00

[_17 1]
Réaspuns corect: c).

9. Din f(0) =1, rezultd b = 1, iar cum f'(x) = e *(—ax — b+ a) se obtine
caa=3.

Raspuns corect: b).
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10. Aplicand Regula lui 1” Hospital, se obtine

1 1 1
t tg x — tg (t 25 cos? " cos?
limf(gx):limgx g (tg ) _ iy CO5° T cos?(tg x) cos?x _
z—=0 33 z—0 33 z—0 9x2
1 1 tg® (t
cim (1 ) e
2—0 922 cos? x cos?(tg x) 2—0 9x2 cos? x
. tg? (tgx) tgix 1 1
= —lim . . S
=0 tg 2x 2 9cos?x 9

Réaspuns corect: e).

11. Facand schimbarea de variabila vz — 1 = ¢, rezultd ca o = t? + 1 si
integrala din enunt devine

/7 dz 2/“6 R S ™2
= _— = — I _— = —
s i) vr-1 ) 212 p M RIVIT 12
Réaspuns corect: a).

12. Aria suprafetei cautate poate fi scrisa

i ks e
A :/ (cos:z;—sinx)dx—i—/ (sin z—cos :c)dx—l—/ (cos z—sinz)dz = 4v/2—2.
0 3 5
Raspuns corect: e).
SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 17.09.2018 A

1.(8p) Sa se gaseasca solutiile reale ale ecuatiei

V]i—z—-222=—x—1.
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a) 1 b) —1 c)4 d) 0si2 e) 3

2.(9p) Care este probabilitatea sa se extraga un numar impar dintre nume-
rele de la 1 la 101.

50 51 49 1 51
akdl b) — = d) = il
%) 101 ) 00 ) 100 )3 °) To1
3.(8p) Se considera matricele
2 9 . 11
A‘(—? 4) §IB_<1 3)‘
< . - 1
Sa se determine valoarea expresiei B — §(A + AY).
a) OQ b) A C) B d) —IQ e) IQ
4.(10p) Sa se calculeze valoarea determinantului
12 22 32
32 12 22
22 32 12
a) 2373 b) 2-7° c) 287 d) —2-7 e) —23.7

5.(8p) Pe multimea numerelor reale se definegte legea de compozitie
Ty =ay+ 20+ 2y + 2,

pentru orice x,y € R. Sa se rezolve ecuatia

T*xr=—2.

a) 1 b) —2 c)0 d) 4 e) —1

6.(8p) Fiez € (g, 7r> astfel ca tg x = —2. Sa se calculeze cos .
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7.(8p) Se dau punctele A(2,3), B(—1,2) si C(3,6). Fie y = mx + n ecuatia
medianei dusa din A in triunghiul ABC. Sa se calculeze m + n.

a) —6 b) 3 c) —4 d) -3 e) 4

8.(10p) Sa se calculeze lim (f(z))*, unde f: R —{-1,1} — R,

T—00

_x2+2:c+5
a2 —1

/()

9.(8p) Fie functia f : (0,4+00) — R, definita prin f(x) = zlnz. Sa se scrie
ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1.

a) y
d) y

—x b)y=xz+1 c)y+l==x
x e)y=2x—1)

10.(7p) Fie functia f : R — R,

max + 1
fe) =371

Sa se determine toate valorile parametrului real nenul m astfel ca functia f sa
aiba doua puncte de extrem.

a) {—1) b) (~1,1) ¢) (0,1) d) R* e) [0, +00)

11.(7p) Sa se calculeze integrala

™

/ (z cosx)” d.

0
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2 T 3 3T 3 T
4z b) 2% 4z

2) &t 3 )5 T3 )%t
7TS v 7T2 v

Qe Z L

)5 13 ) 3+

12.(8p) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei
f:(0,00) =R,
3
f(z) = (101‘ — —) Inz,
x

axa Oz si dreptele z = 1 si 2 = €.

15t — 7 , 7 1562 — 1
7 Tet — 15
d) 10t — -
) 10e 5 e) 5

SOLUTII AC4+ETC Septembrie 2018

1. Punand conditiile de existenta in ecuatia data se obtine

{1—:5—2:5220 :L’E[—l,ll

2
—z—-120 z € (—o0,—1]
care este solutie a ecuatiei.

Raspuns corect: b).

2. Cum de la 1 la 101 sunt 51 de numere impare, probabilitatea ceruta este
51

101°

Raspuns corect: e).
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3. Expresia din enunt poate fi scrisa

p-sarar=(1 5 )-3[( 2 D)+ (5 7))
(D0 DD )

Raspuns corect: d).

4. Aplicand Regula triunghiului, valoarea determinantului este

12 22 32 149
32012 22 =19 1 4|=149+4>-36-36—36=2-T7"
22 3% 12 4 9 1
Réaspuns corect: b).
5. Ecuatia din enunt poate fi scrisa % + 4o + 2 = —2, care are solutia
T = —2.
Réaspuns corect: b).
6. Cum
tgx = -2 ST -2 & sinx = —2cosz.
CoS T

Aplicand Teorema fundamentala a trigonometriei se obtine cos z = j:?. Dar

V5

m .
T € (—,7r>, deci cosz = ——.
2 5

Réaspuns corect: e).
7. Daca M este mijlocul segmentului [BC], atunci M (1,4) si ecuatia me-
dianei din A este y = 5 — x, de unde rezulta ca m = —1 si n = 5. Deci,

m+n =4.

Réaspuns corect: e).
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8. Limita cautata poate fi scrisa

2 x 2 x
lim (f(2))" = lim (M) — lim (1 + 245 1) =

r—00 Tr—00 1’2 — 1 Tr—00 .’E2 — 1
2z2+6m
221 22-1
2 6\" 2 6\ 2=+6
— lim (14222 g [ (14 2 = ¢,
T—00 2 —1 T—00 2 —1

Raspuns corect: b).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1 este:

y—f(1) =) -1).
Cum f(1) = 0iar f'(1) =1, se obtine y =z — 1.

Réaspuns corect: c).

—ma? -2z +m
@212
daca si numai daca discriminantul ecuatiei —ma? — 2z + m = 0 este pozitiv.

In concluzie,

10. Cum f'(x) =

, rezulta ca f are doua puncte de extrem

A=44+4m*>0 < m € R*.

Raspuns corect: d).

11. Aplicand Formula de integrare prin parti, integrala din enunt devine

/(:vcosm)de:/xLde:/% d$+§/$200821‘ dx =
0 0 0 0
18, 1 [ ,/1 / 51 (1 .
25-%‘0—1—5/%2 <§sin2x) dx:%+§ 51’2811121“0 —/a:sinQ:c de | =
0 0

31 1 ' 31/ 1 1 . 3
:%—§/$<—§COSZI) dx:%—a (—§x0052x‘0+181n2x‘0) :% %
0

Réaspuns corect: c).
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12. Cum functia f este pozitiva pe intervalul [1,€?], aria ciutatd poate fi
scrisa

2 2

A:/ (10x—§>lnxda€:10/ xlnxdx—?)/ llnxalar;.
1 x 1 1 7

Pentru prima integrala se foloseste Formula de integrare prin parti, iar pentru

a doua integrala se face schimbarea de variabila In x = u, de unde — dx = du
x
si atunci se obtine

e? x2 / 2
Ale/ (—) lnxd:c—?)/udu:
1 2 0

x? 2 T2 2 u? 9 15e*—7
:10<—ln;1:‘ - — )—3-—‘027.

Réaspuns corect: a).

SESIUNEA: IULIE, DATA 22.07.2019 A

1.(8p) Fie multimile
A={r eR|z®> - (a+2)x +2a =0} si B={rc Rz’ daz + 4a* = 0}.

Sa se determine multimea tuturor valorilor parametrului real a, stiind ca ANB
are un singur element.

a) {0,2} b) {2} c) {0, 1} d) {0} e) {1}

2.(7p) Intr-o clasd sunt 13 elevi, dintre care 7 sunt fete si 6 sunt baieti. In
cate moduri se poate forma o grupa de 3 fete si 2 baieti?
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a) 50 b) 6300 ¢) 240
d) 1050 e) 525

3.(10p) Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic ABC' cu
a>b>c, m(C)=15si

+ac—2a—4 ac — 2a a? — b —2¢
B+ab—2a—4 a®>—c*—2b ab — 2a = 0.
b%c + 2bc + be? a’b — b3 a’c —c3

Sa se determine ariile triunghiurilor de acest fel.

a)1+\/7§,1—§ b) 442v3 423

c) 2v/3 , 3V3

— d) 2,1
2 )2,

e) V6++v2,v6—+2

4.(8p) Pe multimea numerelor reale se definesc legile de compozitie
rly=xz4+y—1 si zTy=2zy—2(x+y)+3.

Sa se determine a,b € R astfel incat functia f : R — R, f(z) = ax + b sa fie
un izomorfism intre corpurile (R, +,-) si (R, L, T).

5.(8p) Sa se determine parametrii reali m si n astfel incat polinomul
(X +D)"+mX?+n
sa se divida cu polinomul X? + X + 1.

a)m=0,n=—1 b)ym=-1,n=0 c)m=—-1,n=-1

d)m=1,n=0 e)m=1n=1
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6.(9p) Triunghiul ascutitunghic ABC are AB = 6, AC = 8 si aria 16v/2.
Sa se determine sin C'.

4v/39 2v/42 4V/37 2v/34 V2
Voo P 9 Yo g

7.(8p) Fie A(—1,—-1),B(—2,3) si C(4,0). Sa se afle coordonatele punctului
D astfel ca simetricul lui fata de dreapta BC' sa fie centrul de greutate al
triunghiului ABC.

TERNICHIRI R IR

8.(7p) Sa se calculeze
R G|
lim ————
z——1 3+ 1

a) 2019 b) —673 ¢) 0 d) —2019 e) 673

9.(8p) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei

4
f:(0,4+00) = R, f(z)=sin(z’—1)— -
x
in punctul de abscisa x = 1.
a)y="Tr—11 b)y="Tx c)y=11zx—-7

d) 7y=a-11 e) Ty=a+11

10.(9p) Sa se determine numarul real §i pozitiv cu proprietatea ca diferenta
dintre dublul sau si cubul sau este maxima.
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11.(8p) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei f: [1,3] — R,

T+ 2
T) = —.
Fo) = o2
1 1 1
a) 2m 1—1—111—3 b) 7w 2+ln—3 c) 2w 1—1](1—3
3 5 5
1 1
d) 27T1n—3 e)m 2—111—3
5 5

12.(10p) Sa se calculeze valoarea integralei

/ﬁ VT
7 (:E2—|—7)2 )

T T+ 1 2r+1 T+ 2 1 /o

K 2 (7T 1)
2) 11 b) 2 ©) 58 1) =g °) 5g (2 +

SOLUTII AC+ETC Iulie 2019

1. Cum solutiile ecuatiei 22 — (a + 2)z + 2a = 0 sunt a si 2, iar solutia
ecuatiei 22 — 4ax + 4a®> = 0 este 2a, atunci multimea A N B are un singur
element daca gi numai daca

sau
20=2 <= a=1.

In concluzie, a € {0,1}.

Raspuns corect: c).
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2. Cu 7 fete se poate forma o grupa de cate 3 fete in C3 = 35 moduri, iar
cu 6 baieti se poate forma o grupd de cate 2 baieti in C2 = 15 moduri. Deci,
sunt 35 - 15 = 525 moduri in care se poate forma o grupa de 3 fete si 2 baieti.

Réaspuns corect: e).

3. Cum AABC este dreptunghic cu a > b > ¢, atunci din Teorema lui
Pitagora avem ca a®? = b? + ¢2, care inlocuitd in determinant ne conduce la
relatia

be(b—2)(c—2)[(b—c)*+ (a—c)*+ (a—b)*] =0,

de unde distingem doua cazuri:

a) Daca b = 2, din Teorema sinusurilor, obtinem

2 c

sin75°  sin15°

V62
4

atunci ¢ = 4 — 21/3 si, prin urmare A pc = 4 — 2v/3.

Cum sin 15° = sin(45° — 30°) = sin45° - cos 30° — cos 45° - sin 30° =

V6 + V2
4

b) Daca ¢ = 2 atunci Apapc = 4 + 2V/3.

$i sin 75° =

Réaspuns corect: b).

4. Cum f este un izomorfism intre corpurile (R, +,-) si (R, L, T), atunci
(1) f este bijectiva, de unde rezulta ca a # 0;

(11) f satisface simultan conditiile:

flx+y)=flx)Lfly) = b=1
fy) = F@)TIy) = ae{;o}

In concluzie, a = = si b= 1.

N | —

Raspuns corect: c).
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5. Fiew oradacind a polinomului X2+ X +1. Atunci w?® = 1 si w?*4+w+1 = 0.
Cum polinomul (X + 1)!7 + mX? + n se divide cu polinomul X2 + X + 1
se obtine ca

W+ D "+m?+n=0 & ()" +m(-1-w)+n=0 <
& —(14+mw—m+n=0,
de unde m =n = —1.
Réaspuns corect: c).
6. Notam AB =c¢, AC =bgi BC =a. Cum
22

b
Apapc = Ec-sinA & sin A = e

si atunci din Teorema fundamentald a trigonometriei rezulta ca cos A = 3

Aplicand Teorema cosinusului
a2 =b"+c*—2bccosA & a=2V17

2/34

si apoi din Teorema sinusurilor sin C' = I

Réaspuns corect: d).

12
7. Cum centrul de greutate al AABC este G (5’ 3
ca ecuatia dreptei GD este y = 2z. De asemenea, ecuatia dreptei BC' este

1 4 8
y=-—5 + 2 si daca {F} = GD N BC se obtine ca F (g,g) gi ca E este

. 1 .
) si mpe = —5 rezulta

19 38
mijlocul lui [GD]. Deci, D (1—5, 1—5>

Raspuns corect: c).

8. Aplicand Regula lui 1” Hospital se obtine

2019 1 2019 2018 1
im L 2T i 673220 — 673,
z—1 g3 +1 z——1 3z z——1
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Raspuns corect: c).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1 este:

y—f1) =)z -1).
Cum f(1) = —4 iar f’(1) =7, se obtine 7z —y — 11 = 0.

Raspuns corect: a).

10. Fie functia f : (0,400) — R, f(z) = 2z — 2%. Cum f'(z) = 2 — 322,

6
rezulta ca x = :i:? sunt punctele de extrem local ale lui f. In concluzie, f

are valoarea maxima pentru xr = 5

Raspuns corect: b).

11. Volumul cautat este

P (x4 2)? 3 4
v 7T/l 214 7 7T/1<+a:2+4> v
13

Réaspuns corect: d).

12. Deoarece
r+VT oz N VT
(x247)2 N (x247)2 (22 +7)2

. x . o o v - . .
si cum ———— este o fuctie impara, rezulta ca integrala ei pe intervalul

@77

simetric [—\/7 , \/7] este nula. Prin urmare, avem

/7x+\/_ \/—/ \/_/ 47— dx—
7 (@24 7)2 x2—|—7 (22+7)2

1 VT
:£ / dx+/ v —dy | =
7 i+ T 7 (24 7)2
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V7 '
T V7 1

— arctg —=|" - + P —

7arcg\/?‘_ﬁ /_\ﬁx ( 2(x2—|—7)) v

A R +1/”;dx _ T2

4 7 222+ 1) V7 2 J_ s a4+ T 28

Raspuns corect: d).

SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 14.09.2019 A

1.(10p) Cate numere Intregi are multimea
{r eR, |20 -3] <6} 7

a) 0 b) 7 c) 4 d) 2 e) 6

2.(8p) Sa se calculeze
REAREERE AR L
R R A

a) b b) —5 c) 1 d) —1 e)i

3.(8p) Sa se determine matricea X care verifica relatia
—2 -4 2 -6
()= 57)

a) [ 1 b)(g_olg> c)(2 -3 1)
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4.(10p) Sa se rezolve sistemul
r—2y+22=14
T+2y+2=95
r+y+32=20.
a) (1,1,—-1) b) (8,—2,1) c) (2,—1,5)
d) (2,-7,-1) e) (6,—1,1)

5.(7p) Fie functia f: R — R data de
at+r b+x cHuw
flx)=| a®>+2* b*+2* *+a? |,
ad+xd B 4ad S+ a8

unde a, b, c € R. Sa se calculeze f'(x).

a) f'(x) = (b—a)(c—a)(c—Db)[z* — (a + b+ c)x + ab+ ac + bc]
b) f'(z) = (a —b)(c — a)(c — b)[z* — (a + b+ ¢)x + ab + ac + b]
c) f'(z) = (b—a)(c—a)(c—b)[32* — 2(a + b+ c)x + ab + ac + bc]
d) f'(z) = (b—a)(c—a)(b—c)[3x* —2(a+ b+ c)x + ab + ac + bc|
e) f'(x) = (b—a)(c—a)(c—b)[22*> — 3(a + b+ c)x + ab + ac + b
6.(8p) Sa se calculeze sin(2z), stiind ca sinz = % six e (O, g) .
a) 0 b) 1 c) g d) \/75 e) V3

7.(8p) Fie A un punct variabil pe dreapta y = x + 1, iar B proiectia lui
A pe dreapta de ecuatie z = 3. Atunci mijlocul segmentului (AB) apartine
dreptei:

a)r =y b) y =2z c)r+y=1
d)y=2x—-2 e)r+y=2
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8.(9p) Sa se calculeze

a) 6 b) 0 c) 1 d) 3 e) 12

9.(9p) Fie functia f: R — R, f(z) = 2e” 4+ 3z — 1. Sa se determine f/(0).

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) b

10.(8p) Se considera functia f : (0,+00) — R, f(z) = x — /& . Sa se
determine punctul de extrem local al lui f.

a) — b) = c) 1 d) 2 e) 4

11.(8p) Sa se calculeze

27 1
/ S S
7 T+2x—95
10 2 17
a) In - arctg 3 b) In 5 arctg 6 + arctg 3
17 2 10 9
¢) In T arctg 3 d) In 5~ arctg 5%

34
e) In = arctg 4 + arctg 2

12.(7p) Sa se determine constantele reale a si b astfel incat functia
F:R—R,
F(z) = e *(acosdx + bsin4x)

sa fie primitiva a functiei f: R — R, f(x) = e " cos4zx.

1 1 1 4 4 4

Wa=gb=—g  PDes-gib=g Ja=qb=-g
d 1 4
d)a—b—ﬁ e)a——?,b—?
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SOLUTII AC+ETC Septembrie 2019

1. Inecuatia din enunt este echivalenta cu —6 < 2x — 3 < 6, de unde se
3 9
obtine ca —5 <z< 2 deci z € {—1,0,1,2,3,4}.

In concluzie, multimea contine 6 numere intregi.
Raspuns corect: e).

2. Fractia din enunt poate fi scrisa

772 .93 .44 Z’l+2+3+4+5 715

i+ 24+B3+d+d i—1—di+1+3 i

Raspuns corect: d).

3. Seobserva ca matricea X este de forma (a b ¢) si atunci ecuatia matriceala

devine
-2 —4 2 -6
(3>~(abc)—<6 _3 9) &

o —2a —-2b —2¢\ (-4 2 -6
3a  3b 3¢ N 6 -3 9 ’
de unde se obtine ca a = 2, b = —1 si ¢ = 3, deci matricea cautata este
X=(2 —-13).

Raspuns corect: d).

1 -2 2
4. Fie A=| 1 2 1 | matricea asociata sistemului. Cum det A =
3 1 3
—b5 #£ 0, rezulta ca sistemul este compatibil determinat si aplicand Formulele
lui Cramer se obtine solutia r =2, y = —1si 2 = 5.

Raspuns corect: c).
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5. Functia din enunt, poate fi scrisa

a+x b—a c—a
TS g p—abra)  e-aeta) |-
GGl 1100 (b a)(B abta?) (c— a)(+ ac 4+ a?)
a+x 1 1
= (b—a)(c—a)| a® +2? b+a cta e

ad+ 23 b>+ab+a® A+ ac+ad?
a+x 1 0
= (b—a)(c—a)| a®+ 22 b+a c—b =
ad+ 2 +ab+a® (c—b)la+b+c)
a+x 1 0
= (b—a)(c—a)(c—0b)| a®+a? b+a 1 =

a4+ V+ab+a® a+b+c
=(b—-a)c—a)(c—b)[(a+x)(a+b)(at+b+c)+a®+a°—
—(a+2)(b* + ab+ a*) — (a* + 2*)(a + b + ¢)],
de unde se obtine ca f'(z) = (b—a)(c—a)(c—b)[32*—2(a+b+c)x+ab+ac+bc].

Réaspuns corect: c).

6. Cum sinz = 3 six € (O, g), rezulta ca z = %’ de unde se obtine ca
sin 2x = sinw = V3
3 2
Réaspuns corect: d).

7. Fie A(a,a+ 1), a € R, atunci B(3,a + 1) si mijlocul segmentului (AB)

3
este M < +a ,a+ 1) care apartine dreptei y = 2z — 2, pentru ca
3
atl=2. ;“—z

Raspuns corect: d).
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8. Aplicand Regula lui 1" Hospital se obtine

x4+ -3 32+ 2+ 1
lim =lim —— =6.
z—1 x—1 z—1 1

Réaspuns corect: a).
9. Cum f'(z) = 2¢” + 3, rezulta ca f'(0) = 5.

Réaspuns corect: e).

1 1
10. Cum f'(z) =1— —= , rezulta ca x = 1 este punctul de extrem local

2Vx
al lui f.

Raspuns corect: a).

11. Integrala din enunt poate fi scrisa

27 1
/ / dz.
7 T+ T+2r -5 ( x i 1)
V2 —5
Facand schimbarea de variabila /2x — 5 = ¢, rezultaca x = t*+5 si ! dr =
- 2 T 22 -5 N

dt, iar integrala devine

7 7 7
1 2t 2t42 -2
/Q—dt:/—dt:/Jr—dt:
3 245 g t242t4+5 g 242t45

1
2t +
7 7 7
2t + 2 1 7 1
= —— dt—2 ———— dt = In(*+2t+5)]. -2 ———dt =
/3 t2+2t+5 /3 2+ 2t+5 n(t2645)]; /3 (t+1)2+4
t+ 17 17
=In68 — ln20—arctg%3 In g—arctg4+arctg2:
17 17 4—2 17 2
:lng—(arctgél—arctg 2):ln€—arctgm lng—arctgg

Raspuns corect: c).
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12.  Cum F este primitiva a lui f, rezulta ca F'(x) = f(z) pentru orice
x € R, ceea ce este echivalent cu

—e *(acosdz+bsindx)+e *(—4asindr+4bcosdx) = e “cosdxr, VreR <

& e ¥[(—a+4b)cosdr — (da+b)sindx] = e “cosdr, VreR <&
1
—a+4b=1 a=—7
o o 17
da+b=0 o 4
17

Réaspuns corect: b).

SESIUNEA: TULIE, DATA 18.07.2020

1.(7p) Sa se calculeze

Ei=—=+—5 s Ey=|11— 2,

unde x; i z2 sunt solutiile ecuatiei

2> —zrz—a>=0, acR"

143 143
o ey R b) By = —% B — VTt da

a® ab '
B 1+ 3a

1 4 3a?
c) By =— +oa Ey =+/1+ 4a? d)El—T,E2=~/1+4a2

as
1 + 3a?
&) By = — ", By = VI T 1d?

2.(8p) Amestecam un pachet de 52 de carti de joc si extragem simultan
doua carti la intamplare. Care este probabilitatea sa alegem doi asi de aceeasi

culoare?
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Al

1 1 1 2
d) o
52

- b) —— - '}
%) 552 ) 5136 ) 5113 52

3.(9p) Sa se calculeze B - A - C, unde

A_(_ll), B_(_23 _11> C=(-212).
(L) w(D L) o(F 5T
o(T L) o(3 L)

4.(8p) Sa se determine acele solutii (z,y, z) ale sistemului

20 —2y+z2=1

3r—y+2z=2
r+y+z=1
pentru care 2% + y? + 2% = 1.
12 4 10 12 4 3
1 St b) (1 e
2) (0,1,0), (13 13 ’13) ) ( ’0’0)’( 13713 " 13)
12 4 3 12 4 3
D (= 2 2 d ), (-2 2 2
c) (0,0, 1), (13 13 13) ) 0,0, )’( 13 '13 ’13)

11 4 3
. 1
) (13’13’13)’(0’0’ )

5.(7p) Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie

xxy=xy—ilx+y)—1+1i.

S# se determine elementul neutru al acestei legi si si se calculeze %4273 *i*x4°.

a)e=1,z=—1+1 b)e=1+41i,2z=1 c)e=1,2=1-2i

d)e=1—i,z=1i e)e=—i,z=2—1
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3
6.(8p) Daca sina = 5 a € <g,7r

N———

) a
atuncl cos 5 este egal cu:

d) \{—1_00 e) —\{—1_00

W
o
S~—
“| &
Ot

) % by —2

7.(8p) Se considera punctele A(—1,0), B(2,3), C(-3,—4), D(4,3). Pe
dreapta C'D se alege punctul P astfel ca m(APC) = m(BPD). Sa se calculeze
distanta de la P la originea sistemului de axe de coordonate.

2+1/2
2

V3 by o D

8.(9p) Sa se studieze existenta limitei

lim (Vz +1—+vz)Vx

T—00

si in cazul in care aceasta exista sa se determine valoarea sa.

b) 0 c) 00 d) nu exista e) 1

9.(10p) Se considera functia f : R — R, f(z) = xcosz. Sa se determine
ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa o = 0.

a)y=x—1 bly=xz+1 cJy=—2 d)y=-r+2 ey==x

3
10.(8p) Functia f: (0,+00) = R, f(z) = % —Inz are:
a) un punct de minim local
b) un punct de maxim local
¢) doua puncte de maxim local
d) doua puncte de minim local

e) un punct de minim local gi un punct de maxim local
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11.(8p) Sa se calculeze

/ (2x — 1) cos 2zdx.

1
a) xsin 2z + 3 (cos2x —sin2z) +C b) 2x cos 2z — (cos2x — sin2z) + C
1
¢) xsin2z + 2 (cos 2z + sin 2z) + C d) gcos 2z + 3 (cos2x —sin2zx) +C

e) x cos 2z + (sin2x — cos2x) + C

12.(10p) Sa se calculeze integrala

jus .
2 2sinx + cosx d
= sinx + 2cosx

T 9 9 T 3 9 T 9 9

—+ —In— — 4+ —In- — 4+ —In—
STy TR AR TRT:

T 3 9 T 3 9

T 2,2 T
)5+ 53 TRy

SOLUTII AC+ETC Tulie 2020
1. Din relatiile lui Viete avem ca x; + 2o = 1 si 21 - z2 = —a? si atunci

o3+ 23 ( + xo) (23 — 1 - Ty + 23) _

3l (71 - 19)3

E1:

(xl + $2)2 — 321 - X 1-— 3(—0,2) _1 + 3(12

(z1 - 29)3 B (—a2)3 B ab

si

2 2 _ 2 2
ES=(x1 —x9)" =21 — 201 - 00+ 25 =

= (iL’l -+ 1'2)2 — 456'1 Lo = 1— 4(—&2) =1+ 4&2,
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deci By = /1 + 4a2.

Réaspuns corect: c).

2. Extragand simultan 2 carti la intamplare din pachetul de 52 de carti de
joc, numarul cazurilor posibile este C2,. Cum cele doua carti trebuie sa fie doi
asi de aceeasi culoare, ei pot fi 2 agi rosii sau 2 asi negri, deci avem 2 cazuri
favorabile. Probabilitatea ceruta este

2 2 1
P = —2 = = .

Réaspuns corect: c).

3.
2 1 1
B~A-C:<_3 _1>.(_1)~(—2 1 2)=
1 —2 1 2
:<—2>'(_2 ! 2>:( 4 -2 —4)
Raspuns corect: d).
4. Fie
2 =2 1 1
A=[3 -1 2 2
1 1 11

matricea extinsi asociata sistemului. Cum rang A = 2 = rang A # 3 =
numarul de necunoscute ale sistemului rezulta, din Teorema lui Kronecker-
Capelli, ca sistemul este compatibil nedeterminat cu necunoscutele principale
x, Yy §i 2 = a necunoscuta secundara. Atunci sistemul devine

20 —2y=1—«
3r—y=2-2a,

de unde obtinem
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care inlocuite in relatia 22 4+vy2+2% = 1 ne conduc la ecuatia 13a? —10ac—3 = 0
cu solutiile:
=1 =— z=0,y=0 2=1

Oé2:—1—3 — xzﬁ’y:§72__1_3

Raspuns corect: c).

5. Cum legea de compozitie din enunt, poate fi scrisa
rxy=(x—1) (y—1i)+1,

elementul neutru e = 7 + 1 se gaseste usor. Pentru a determina elementul
absorbant al legii, cautam a € C cu proprietatea ca x * a = a * x = a pentru
orice x € C i obtinem a = 1.

In concluzie, i * 12 % i3 % ¢* % ¢°

*1° =1

Raspuns corect: b).

3
6. Cum sina = R sia € (g,ﬂ'> rezulta, din Teorema fundamentala a

trigonometriei, ca cosa = — de unde se obtine ca

a 1+ cosa v 10
Ccos — = = )

2 2 10

Raspuns corect: d).

7. Cum ecuatia dreptei C'D este y = x — 1, putem considera P(a,a — 1) €
CD, a € R. Dar m(APC) = m(BPD,), deci tg (APC') = tg (BPD), ceea ce
este echivalent cu

map —McpD
I+ map-mecp

_ | MBp — McD
1+mpp-mep

care ne conduce la ecuatia

=1 < a=

‘ a

31 V1
— — OP:—O.
3—a 2
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Raspuns corect: e).

8. Avand cazul de nedeterminare co — oo In limita, Inmultim cu conjugata

si obtinem

(z+1-z)Ve v 1

lim = —.

lim (VZ + 1 — — i -
Velq/l+=-+1
X

Réaspuns corect: a).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa zy = 0 este:
y — f(0) = f1(0)(z = 0).
Cum f(0) = 0 iar f’(0) = 1, se obtine ecuatia y = x.

Réaspuns corect: e).

10. Cum

rezulta ca f este strict descrescatoare pe intervalul (0, 1) si strict crescatoare
pe intervalul (1,00), deci x = 1 este punct de minim local pentru f.

Raspuns corect: a).

11. Folosind formula de integrare prin parti obtinem:

/(2;:: ~ 1) cos 2zdx = / (20 — 1) (Sin;m)/dx -

in 2
=2z —1)- sm2 ’ —/sin?azdm:

1
= xsin 2z + 5 (cos2x — sin2x) + C.

Réaspuns corect: a).
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12. Cautam o descompunere a fractiei de forma:

2sinx 4+ cosx  A(sinz + 2cosz) + B(sinz + 2cos z)’

sinx + 2cosx sinx + 2cosx

A(sinz + 2cosx) + B(cosz — 2sinx)

sinxz + 2cosx

(A—2B)sinz + (2A+ B)cosz

9

sinx + 2cosx

3
de unde obtinem, identificand coeficientii, ca A = v siB= —% Deci integrala

devine:

/’; 2sinz + cosx dx:/g4dx—§/g (sinx 4 2 cos z)’ dp =

sinx + 2cosx 5 5) sinx + 2cosx
4 jus . ™
=—-z|2 — ZIn|sinz + 2cos x| |2 =
5 1 1
_7r+ 3 ln9
5 10 2

Raspuns corect: d).

SESIUNEA: IULIE, DATA 19.07.2021 A

1.(7p) S4 se determine functia f : R — R, f(z) = 22 + mx — 1, m € R,
stiind ca punctul A(—2,3) apartine graficului ei.
a) f(x) =2+ 2x —1 b) f(z)=a*—x—1
c) flx)=2*—1 d) flx)=2*—-2x -1
e) flx)=a*+z—1
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2.(8p) Sa se determine in care dintre urmatoarele intervale se afla solutia
pozitiva a ecuatiei
log (2 —x+1)=1.

D02 bEsH  9BD QL2 4
3.(8p) Fie numerele reale a si b astfel incat

(o 3)(3) (=)

a) 2021 b) 0 ¢) 15 d) —9 e) 23

Sa se calculeze 7a + 4b.

4.(7p) Se considera matricele de forma

X(m):( L dm - Gm ) € My(R) .

—2m 1-3m
Sa se calculeze determinantul matricei X (1).

a) 3 b) —2 ¢) —10 d) 10 e) 2

5.(8p) Pe multimea numerelor reale se definegte legea de compozitie
Ty =xy+ 2+ 2y + 2.
Sa se determine a € R astfel incat a x 1 = 6.

a) —1 b) 2 c) d) 3 e)

Wl N
N W

6.(8p) Fie f:R =R, f(z) =x-e"+ 2. Sa se calculeze f'(0).

a) 1 b) 3 c) 4 d) 2 ¢) 0
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7.(8p) Sa se determine distanta dintre dreptele paralele
di: d5r+12y—11=0 s dy: y=maxr+2, meR.

a) 1 b) 3 c) 2 d)1 e)

DN W

8.(10p) In triunghiul ABC' de arie 3v/15, suma pétratelor lungimilor latu-
rilor este egal cu 116. Sa se calculeze ctg A + ctg B + ctg C.

58v/15 b) 58v/15 0 20/15 Q) 58v/15 0 20415
45 15 15 9 45

a)

9.(9p) Fie functia f : [0,3] — R, f(z) = {z}(1 — 2{z})?, unde {z} este
partea fractionara a lui . Sa se studieze existenta limitei lin% f(zx) si, In cazul
z—

in care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.

a) 1 b) nu exista c)0 d) -1 e) 2

10.(9p) Se considera punctele A(—1,0) si B(3,0). Daca C este un punct
variabil pe graficul functiei f : [1,5] — R, f(z) = v/8x — 22, sa se calculeze
valoarea minima pe care o poate lua aria triunghiului ABC.

a) 8 b) 4 c) V15 d) 24/7 e) 2¢/15

11.(8p) Fie funtiile f,g: R — R,

flx) = % si respectiv g(x) = %
S4 se determine primitiva H a functiei h : R — R, h(z) = f*(z) - ¢*(x) care

1
verifica relatia H(0) = -.

8
a) %[f(4x)—g(4x)+x] b) 6i4[f(4x)+8x+7]
) 3—12[9(4x) —dr 4 4] ) 6i4[g(4x> +dz 4§

e) 3%[]“(41’) +dz+3)
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12.(10p) Sa se calculeze

2 In(e2—2)
/ 2 ey / i
1—2e® 14 2e®
1 In(e—2)
a) 2In(e? — 2) b) In(e — 2) - In(e? — 2)
¢c)In2-1n3 d) 4In(e* —2) — 3In(e —2) +e* —¢

e) In(fe —2) —e* +e

SOLUTII AC+ETC Septembrie 2021

1. Punctul A(—2,3) apartine graficului functiei f(z) = 2% +max — 1 daci
f(—2) = 3, de unde obtinem m = 0, adica functia f(z) = z* — 1

Réaspuns corect: c).

2. Ecuatia logaritmica este echivalenta cu ecuatia 22 — x + 1 = 7 care are
solutia pozitiva x = 3 € (2,5).

Réaspuns corect: b).

3. Ecuatia matriceala ne conduce la urmatoarele relatii a + 20 = —7 si
b= —4, de unde 7a + 4b = —9.

Raspuns corect: d).

4. Cum

rezulta ca det X (1) = —10+ 12 = 2.
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Raspuns corect: e).

2
5. Ecuatia din enunt, este echivalenta cu 3a = 2, de unde avem ca a = 3

Réaspuns corect: c).
6. Cum f'(z) =e” + €% - x, rezultd ca f/(0) =€ = 1.
Réaspuns corect: a).

7. TFie A(0,2) un punct de pe dreapta dy. Distanta dintre cele doua drepte
paralele coincide cu

_ eatlya -1 p2e2-11)

d(A,dy) =
(4.d) V5?2 + 122 V169
Raspuns corect: d).
8. Cum
b-c-sinA . 6415
AAABC = — sin A =
2 be
si atunci
b2 + % — a?
ctgA:COSA_ e _62+02—a2
sin A 6v15 124/15
be
Analog,
2 2 b2 2 b2 2
Cth:a—i-c si CgC:a—l— c’

de unde obtinem

e 116 29+/15
ctgA—l—cth—l—cth:a rrte :

12v15  12v15 45

Raspuns corect: e).
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9. Cum

1, daca z € [1,2)
7] = { 2, daca x € [2,3) ,
rezulta ca
(x —1)(3 — 2x)?, daca x € [1,2)

flz) = (z —[z])(1 — 22 4 2[z])* = { (z — 2)(5 — 22)2, daci « € [2,3)

si atunci
1 T N . 2
1(2) = limy f(2) = lim(x — 1)(3 — 22)° = 1
<2 <2
si
14(2) = lim f(z) = lim(z — 2)(5 — 22)* = 0,
T—2 T—2
r>2 z>2

de unde deducem ca nu exista lirr% f(x).
T—r

Réaspuns corect: b).
10. Fie C(a,V8a — a?), a € [1,5]. Atunci, folosind intervalele de monotonie,
aria Aaapc = 2v/8a — a? are valoare minima pentru a = 1, adica valoarea
minim& pe care o poate lua aria triungiului ABC' este 2v/7.

Réaspuns corect: d).

11. Cum

rezulta ca

1 64;v e—4ac 1
S (— —4x+4) = g5lo(4e) —da +4]
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ANEXE
Raspuns corect: c).
12.
2 2 2 )
/x—e dr /x edx:/xe—edx:
1—2e® 1— 2 e’ — 2
1 1 e 1
2

. T 2x
:/:L‘e dm—/ ¢ dr =
et — 2 et — 2

e’= v t
e L /SR L -
er — 2 t—2

e

e2

2
t1—2+2

:/x-[ln(em—Q)]'dx—/ﬁdt:

e
2

=z -In(e” — 2)‘? - /ln(ex —2)dz — t}zg —2In|t — 2||Z2 =

1
2

=In(e—2) —e*+e— /ln(em —2)dx.
1

Facand schimbarea de variabila In(e® — 2) = y, rezulta ca = = In(e¥ + 2)

dy si atunci integrala devine:

de unde dx =
ey

2 In(e2—2)
ey
dy —

r—e’
= de=In(e —2)—¢€? - .
/ r=Inle—2)—e“+e / R

1—2e=
1 In(e—2)
11’1(62—2)
r — e ey 9
= /1_2 dz + / y-ey+2dy—ln(e—2)—e +e —
In(e—2)

In(e2-2)

— /1_2€zd9€+ / ;f2dx:1n(e—2)—62+e —
In(e—2)
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Raspuns corect: e).

SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 13.09.2021 A

1.(7p) Graficul carei functii f : R — R de mai jos contine punctul A(—1,4)?

a) f(r) =222 -3 +1 b) f(z) = —-22>+x+1
c) f(z) =32* — 4z +1 d) f(z)=2* -2 +1
e) f(z) = —42® + 3z + 1

2.(8p) Sa se calculeze
N=i+i?+¢+it.

a) N =1 b) N=0 c) N=-1 d) N=1 e) N=—i

3.(8p) Sa se rezolve sistemul

20+y+22=0
20+ 2y + 32 =—1
T—2y—z=2.

a) (1,0,—1)  b) (0,1,1) ¢ (0,—1,—1)  d) (L, 1,0) o) (1,1,1)
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4.(10p) Sa se calculeze integrala

2 8inx 4+ 2cosx
— dx

2sinx + cosx

3 3. 4

a) In b)g—i-glng

L
15
T 3 1. 8
ol “ln2
) 713 t5my

4
9
1
In -
9

5.(9p) Sa se calculeze integrala

3
\/‘
Ty

ST

d)

6.(8p) Fie matricea

Sa se calculeze B = A? — A.
2 0 2 1
a)B-(O 2) b)B_(O 1)
20 1 2
d)B_(2 1) e)B_(_2 O)

s 3 8
¢) -+ —In—-
5 10 9
VE]
c) — — —
12 2
c) B= ( _22

7.(7p) Pe multimea G = [1, 4+00) se defineste legea de compozitie

cxy =22y — a2 —y2+2.

Sa se calculeze N = 2 x 1.
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a) N=1 b) N =2 g N=+v3 d)N=0 e) N=+5

8.(8p) Fie f:(0,00) = R, f(z) =2x + Inx — 1. Sa se calculeze f'(1).
a) 2 b) 1 c)0 d) —1 e) 3

9.(9p) Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei
[ R—=R, f(x) =2% €

a) {—1, 0} b) {-2, 0} c) {1, -1}
d) {1, =2} e) {0, 1}

10.(8p) Sa se calculeze

L:hm.f—SlIll’
z—0 x?’
1 1 1

11.(10p) Se considera punctele A(2,3), B(—1,2) si C(3,6). Fiey = mx+n
ecuatia naltimii dusa din A in AABC. Sa se calculeze S = m + n.

a) S=—3 b) S =2 c) S=-1 d)S=0 e) S =4
12.(8p) Sa se calculeze sin z, stiind ca cosx = L six e (O z)
* p s \/g; a2 .
a) é b) 1 c) 1 d) @ e) @
3 2 3 3



ANEXE 341

SOLUTII AC+ETC Tulie 2021

1. Graficul functiei f(z) = 2% — 2z + 1 contine punctul A(—1,4), pentru c&
f(-1) =4

Raspuns corect: d).
2. N=i+@*+P+i'=i—-1-i+1=0.

Raspuns corect: b).

2 1 2
3. Fied=12 2 3 matricea asociata sistemului. Cum det A =
1 -2 -1
1 #£ 0, rezulta ca sistemul este compatibil determinat si aplicand Formulele lui
Cramer se obtine solutiaz =1, y =0si 2 = —1.

Réaspuns corect: a).

4. Cautam o descompunere a fractiei de forma:

sinz +2cosxz  A(2sinz + cosx) + B(2sinz + cosx)’

2sinx + cosx 2sinx + cosx

A(2sinx 4 cosz) + B(2cosx — sinx)

2sinx + cosx

(2A — B)sinx + (A +2B) cosx
2sinx + cosw

Y

: : o D e : 3 ..
de unde obtinem, identificand coeficientii, ca A = - si B = £ Deci integrala

Ot W~

devine:



342 CULEGERE DE PROBLEME

/’; sinx—l—Qcosx:/g%dmjL%/g (2sinz + cosz)’ do —

2sinx + cosx 5 x 2sinx + cosx

= 3
cx|2 gln]251nx+cost
4

INERNME]

ln§.
9

Raspuns corect: c).

1 T . . .
5. Cum cosz = 3 pentru xz = 7 integrala din enunt devine

/ max < cos T, — dx:/scosxdx+/2—dx:1+£.
0 2 0 x 2 12 2

3

NI

Raspuns corect: d).

(200 0)-(2 )
(1)) (30w

Réaspuns corect: a).

sy
|

7. N=2x1=+22.12-22 - 1242=\/4—-4—-1+2=1.
Raspuns corect: a).
1 .
8. Cum f'(z) =2+ —, rezulta ca f'(1) =2+ 1=3.
T

Réaspuns corect: e).
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9. Cum f'(z) = e - (2? + 2z) se anuleazd in —2 si 0, folosind monotonia
functiei deducem ca multimea punctelor de extrem local este {—2;0}.

Raspuns corect: b).

10. Aplicand Regula lui 1~ Hospital de 2 ori se obtine

. xr—sinzx . 1—coszx . sinz 1
L=lm—=1lim —— = lim = -
z—0 3 z—0 312 z—=0 61 6

Réaspuns corect: c).

11. Cum panta dreptei BC' este 1, rezulta ca panta inaltimii din A este —1
si atunci ecuatia ei este y = —x+5, de unde m = —1gin =5, deci m+n = 4.

Raspuns corect: e).

[GVRIN

12. Din Formula fundamentald a trigonometriei rezultd ci sin®z =

V6

Tinand cont de intervalul dat se obtine sinz = —.

3

Réaspuns corect: e).
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